UNE ETUDE DE L’ARBELOS
Baptiste GORIN

I. Présentation et premiéres propriétés de ’arbelos

Soient A, B deux points du plan et C' un point du segment [AB].
Soient Cy1,Cs et C les demi-cercles situés dans le méme demi-plan délimité par la droite (AB) et de diamétres
respectifs [AC], [CB] et [AB]. On note O1, 02 et O leurs centres, a,b et a + b leurs rayons respectifs.

L’arbelos® est la partie du plan bornée par les demi-cercles C,C; et Cs.

C
Ci
C2
A 01 O C 02 B
Dans la suite de cette note, on supposera a > b.
Propriété 1.1. — Soit D le point d’intersection du demi-cercle C avec la perpendiculaire ¢ (AB) passant
par C. On a :
AC=2a BC=2b0 AD=2\/ala+b) BD=2\/bla+b) CD=2Vab
D
A C B
Démonstration
11 est clair que AC' = 2a et BC' = 2b.
. , cD BC
Les triangles AC'D et DCB rectangles en C étant semblables, on a : aC =D

Soit : CD? = AC x BC = 4ab.
D'oit : CD = 2V/ab.
Par application du théoréme de Pythagore au triangle AC'D rectangle en C, on a :

AD? = AC? 4+ CD? = 4a? + 4ab = 4a(a + b)

d’ott : AD =2+/a(a +b).
De méme, par application du théoréme de Pythagore au triangle BC'D rectangle en C, on a :

BD? = BC? 4+ CD? = 4b? + 4ab = 4b(a + b)

d’ot : BD = 24/b(a +b).
C.Q.F.D.

LCette dénomination, due a Archiméde, signifie littéralement en grec « tranchet de cordonnier »(certains ouvrages anglo-
saxons emploient le terme « shoemaker’s knife »).
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Propriété 1.2 (Aire). — L’aire de l'arbelos est égale 4 A = mab.

Démonstrati(on b2 ) 2
m(a + Ta m
OH&.A—?—T—T—WGZ).
C.Q.F.D.
Proposition I.3. — Le disque de diamétre [CD] a la méme aire que l’arbelos.
Démonstration
Meéthode 1. — Par un calcul direct, 'aire du disque de diamétre [C'D] est égale & :
CD\?
v (—) =mab=A
2
Méthode 2. — « Visuellement », on a :
D D
\
A
A C B A C B

A+ A1+ Ay =By + Bs

Az

81:A1+A/1 BQZA2+AIQ
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Donc: A+ A + Ay = Ay + A + As + AL
Soit : A=A} + A, = A'.

C.Q.F.D.
Proposition I.4. — Soient M et N les points d’intersection des segments [AD] et [BD] avec C; et Cy
respectivement. Alors :
e le quadrilatére MCND est un rectangle
o la droite (M N) est tangente o Cy et Cs.

D
M
N
A 01 C 02 B
Démonstration o
Les angles AMC,CNB et ADB sont droits; ayant trois angles droits, le quadrilatére MCN D est donc un
rectangle.

Soit I le point d’intersection des diagonales du rectangle. Les triangles M O,C et CIM étant isocéles en O
et I respectivement, on a :

O.MC = MCO, et CMI=ICM
Il vient :

O/l\J\/H:OI/Z\TCer:J\TCBler:I/CaZg

Ainsi la droite (M N) est tangente & C; en M.
On prouverait de méme que (M N) est tangente & C2 en N.
C.Q.F.D.
Proposition 1.5. — Soit [UV] la corde de C portant [MN]. Alors U et V appartiennent au cercle de centre
D passant par C.
D

Démonstration

Soit i I'inversion de pole D et de puissance C'D2.

Comme DM x DA = DC? et DN x DB = DC?, M et N sont les inverses respectifs de A et B par i. On en

déduit que la droite (M N) est 'inverse du cercle C.

Les points U et V appartiennent a C et (M N), ils sont donc invariants par ¢; d’ou : DU = DV = DC.
C.Q.F.D.

I1. Cercles d’Archiméde

I1.1 Cercles jumeaux d’Archimeéde

Proposition I1.1. — Soient C| le cercle tangent a C,Cy et (CD), C4 le cercle tangent a4 C,Cz et (CD).
ab

a+b

Les cercles C} et Cl, ont le méme rayon R avec R =
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0

A 01 2 B
Démonstration
Soient O] le centre du cercle Ci, H; son projeté orthogonal sur la droite (AB) et R le rayon du cercle Cj.
Premiére démonstration. — Par application du théoréme de Pythagore aux triangles O1H;07 et OH; 0}

rectangles en Hy, on a :

O\ H} = 0,03 — H,0} = 0,0 — H,0”

soit :
(a+R?—-(a—R)?*=(a+b—R)?—(a—b—R)?
Il vient : R = ab .
a+b
Deuziéme démonstration.— Dans le triangle Oy H; O rectangle en Hy, on a :
— 01H a—R
H,0 o') = =
COS( 1) = 0,00 T a+ R

La formule d’Al-Kashi appliqué au triangle O;O0] donne :

0,02 = 002 + 0,02 — 2- 00 - 0,0 cos (Hl/ol\og)

soit :
(@+b—R)? =1+ (a+ R)?—2b(a+R)- 2L
a+ R
1 vient : R — 22,
a+b
Troisieme démonstration. — Commencons par un lemme :
Lemme I1.2. — Soient C; et Co deux cercles de centres Oy et O, de diamétres [A1B1] et [A3Bs] paralléles.

On suppose les cercles tangents en en point I.
Alors les points 1, Ay, As et I, By, By sont alignés.

Démonstration

Supposons 101 > 10s.

Quitte & considérer le symétrique de l'un des deux cercles par rapport & I, on peut également supposer Cs
tangent intérieurement a C;.

Soit J € (A1 B1) tel que (A2J) et (O103) sont paralléles. Le quadrilatére O1JA204 est donc un parallélo-
gramme.
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On a: OlJ = 02A2 = OQI

Par ailleurs, O1A4; = O41.

Ainsi : JAl = 01A1 — 01J = 01] - OQI = 0102 =1J.

Donc les triangles JA; As et O3 AT sont isocéles en J et Os respectivement. Leurs angles au sommet ayant
méme mesure, il en est de méme de leurs angles a la base :

Ay AT = TA50,
Les angles alternes-internes @2 et Oj/EJ ayant la méme mesure, il vient :
Iﬂl =@2+0@1:@TJ+0@1 =

Finalement, les points I, A; et As sont alignés.
On prouverait de méme ’alignement de I, By et Bs.
C.Q.F.D.

Soient E, F' et G les points de tangence de C{ avec (CD),C; et C respectivement.
Soit H € Cf tel que [EH]| soit un diamétre de C;. Notons que (EH) et (AB) sont paralléles.
D’aprés le lemme I1.2, on a l'alignement des triplets de points suivants :

(A, FH) (B,E,F) (AEG) (C,GH)
On considére les points d’intersection suivants :

I=(AE)nC J=(AF)n(CD)

J
I b
I
i
G
A Oy O C 0, B

E est 'orthocentre du triangle ABJ de sorte que les droites (AFE) et (BJ) sont perpendiculaires.
Par ailleurs, comme les droites (AF) et (BI) sont perpendiculaires, on en déduit l’alignement des points B, I
et J.
Les droites (CH) et (BJ) étant paralléles, on a, d’aprés le théoréme de Thalés :
AB _ A7 _AC
BC HJ EH
AC x BC _ 2ab
AB  a+b’

E
On en déduit que le rayon du cercle C} est égal a — = R.

Donc : FH =

Quatriéme démonstration. — Soient i I’inversion de pole A et de puissance AC?, B’ I'inverse de B.
L’inverse de C; est la perpendiculaire a (AB) passant par C, autrement dit (CD); l'inverse de C est la
perpendiculaire dp: & (AB) passant par B’.

dp D
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B/
Ainsi, I'inverse i(C}) de C] est le cercle tangent & Cy, (CD) et d, donc a pour rayon

Or,on a:

CB 2b 2ab

— —  —(2a)?.
AC x AB (20) 2a X 2(a+b) a+b

CB' = AC? .

Ainsi i(C}) a pour rayon R.
Notons Of; le centre de i(Cy) et Hp,, son projeté orthogonal sur (AB). La puissance de A par rapport au
cercle i(Cy) est égale a :
LWA* =R = AH, +OyH3 — R’
= AH}, + 01,01 — O1Hg, — R?
= (2a—R?*+(a—R?*—(a—R)?*—-R?
4a®

= AC?

On en déduit que le cercle i(C}) est invariant par ¢ : C; = i(C}) a donc pour rayon R.

Cette expression de R étant symétrique en a et b, on en déduit que le cercle C} a également pour rayon R.
C.Q.F.D.

Construction des cercles jumeaux

Soit Py (resp. P») le point d’intersection de C; (resp. Ca) avec la perpendiculaire & (AB) passant par O; (resp.
0s).

b
Le point d’intersection K des droites (O1P») et (O2P;) vérifie CK = % d’aprés le théoréme de Thalés.
a

Soient Hy € [O01] et Hy € [O04] les points d’intersection du cercle de centre C' passant par K avec la droite
(AB).

Alors O] (resp. O}) est le point d’intersection du cercle de centre Oy (resp. O2) passant par Hs (resp. Hy) et
de la perpendiculaire & (AB) passant par Hy (resp. Hs).

A O1 OH, C  Hsy O B

Démonstration

En reprenant la démonstration de la proposition I1.1, la distance de O} (resp. O}) & (AB) est égale & 2a 3
a

a
L 2by [ —).
(resp a+ b)
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Donc, par application du théoréme de Pythagore, on a :

2
b a
! / — 2 — -
0704 (2R)? + <2a“a+b Qb”a—i—b)

4a2b? (avb — by/a)?
\/(a +b)? 4 a+b

S PV G P T
B “ (a+0b)? a+b

= 4ab<1—\/%>

N \ a+b

2@(1— M)

a+b

Le diamétre du plus petit cercle contenant C; et Cj est alors égal a OO0 + 2R = 2v/ab.
C.Q.F.D.

I1.2 D’autres cercles d’Archiméde

Proposition (Cercles de Franck Power - 1998) IL.4. — Soient C; et Cy (resp. Cf et C}) les cercles
tangents a (OPy) en Py (resp. a (OPy) en Py) et 4 C.
Les cercles C4,C},CL et Cg ont le méme rayon égal a R.

Démonstration
Soient Hj la projection orthogonale du centre O} du cercle Cj et p le rayon du cercle Cj.
Par application du théoréme de Pythagore aux triangles OP;O% et OP;O; rectangles en P; et O1, on a :

04,02 = O4P? + P,O? = O4P2 + P,0? + 00?2
soit :
(a—|—b—p)2:p2—|—a2+b2

ab

a+b -
Le calcul est analogue pour les cercles C},Cf,C§ et conduit au méme résultat.

Il vient p =

C.Q.F.D.

Proposition I1.5. — Soient P le point d’intersection de C avec la perpendiculaire o (AB) passant par O,
E et F les points d’intersection de (PyPa) avec (OP) et (CD) respectivement.

Soient C, le cercle de diamétre [EP) et C§ le plus petit cercle passant par F et tangent a C en G.

Les cercles Cl, et C§ ont le méme rayon égal a R.

Par ailleurs, les points P, Py, P»,0,C et G sont cocycliques.
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P D
G
C o
Pyl O
Cl 7 E 8
F (o
P.
2 C,
A 01 0] C 02 B

Démonstration
Calculons l'aire du trapéze 0105 P> P; de deux maniéres :

A(0102P2P1) = A(OlOEpl) + A(OOQPQE)

soit :
0,04 x O1P; ‘;OQPQ ~ 0,0x 01P12+ OF 400, x OF +202P2
(a+b)? b a
5 = 2(OE+a)+2(OE+b)
2, 12
Dot : OB = 107
a+b ) )
1l vient : BP = OP — OF —a+b— 210 _ 2
a+b a+b

EP
On en déduit que le rayon du cercle C} est égal & — = R.
Calculons de nouveau l'aire du trapéze O102P, P; de deux maniéres :

A(0102P2P1) = A(Olchl) + A(COQPQF)

soit :
0,04 x OlPl;‘OQPQ — 0,Cx 01P12-|— CF 400y x CF +202P2
(a+b)?  «a b
5 = 2(CF+a)+2(CF+b)
Dot : OF = 222
a+b

Par application du théoréme de Pythagore au triangle OC'F rectangle en C, on a :

462> (a2 +b2>2

OF?=0C?+CF? = (a—b)? + =

(a+b)2 \ a+b
212
Dot : OF = 10
a+b y
b 2ab
1l vient : FG = 0G — OF =a+b— © "7 — 2%
a+b a+b
On en déduit que le rayon du cercle C§ est égal & — = R.

Montrons enfin que les points P, Py, P, O, C et GG sont cocycliques.
Le triangle COP étant rectangle en O, les points O, C' et P appartiennent au cercle de diamétre [CP].
Par application du théoréme de Pythagore au triangle OC P rectangle en O, on obtient : CP = /2(a? + b2).

Notons J le centre du cercle.
OE+CF a+b

2 2
Par ailleurs, J est également le milieu du segment [P} P3]; comme Py Py = 1/2(a? + b2) (par application du
théoréme de Pythagore), il s’ensuit que P; et P, appartiennent aussi au cercle.

Enfin, considérons la symétrie d’axe (OJ). E ayant pour image F' par sy, la droite (OP) a pour image
(OF). Par suite, comme OP = OG, la corde [OP] a pour image la corde [OG]; autrement dit, G appartient
au cercle.

Point d’intersection des médiatrices de [OP] et [OC], J est le milieu du segment [FF] car

C.Q.F.D.
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Proposition I1.6. — Soient C{ et Cj, les plus petits cercles tangents & (CD) et passant par M et N
respectivement.
Les cercles Cy et Cj, ont le méme rayon égal a R.

Démonstration
Ona: ADXxCM =CAxCD, dou :

CAxCD  2aVb

CM =

AD va-+b
Par application du théoréme de Pythagore au triangle M CD rectangle en M, on a :
4a?b B 4ab?

DM? =CD? — CM? = 4ab —
at+b a-+bd

2bv/a
Va+b

En notant Hj, la projection orthogonale de M sur (CD), on a, par application du théoréme de Thalés :

d’ou: DM =

MHy DM
AC DA
AC x DM 2ab
D : MHy = = = 2R.
One M AD a+b
1 , Hyy
On en déduit que le cercle C) a pour rayon = R.
L’expression de R étant symétrique en a et b, on en déduit que le cercle C, a également pour rayon R.

C.Q.F.D.

Proposition IL1.7. — Soient Ci; le plus petit cercle passant par C et tangent & (MN), et Ciy le plus grand
cercle tangent a (MN) et C.
Les cercles Ci, et Ci, ont le méme rayon égal 4 R.

Démonstration
Soit O}, le point d’intersection des droites (MO3) et (NOy).
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T/

Comme MO; =a, NOz =bet ggl = %, on en déduit que les droites (MOy), (NO3) et (CO};) sont paral-
2
leles. En particulier, les droites (CO};) et (M N) sont perpendiculaires. Notons S leur point d’intersection.

b
Le rayon du cercle C{; est donc CO{; qui est égal & R = % d’aprés le théoréme de Thales.
a

D’apreés la proposition 1.5, le cercle C{, est tangent & C en D puisque D est le milieu de l’arc défini par les
points U et V.

Soit T' le milieu du segment [UV]. O}, est clairement le milieu du segment [T'D].

Premiére démonstration. — O et C' étant symétriques par rapport au milieu du segment [O103], on a :

d’ott

2ab

TD=0D-0T=0D+CS—(a+b)=
a+b
cT b
Par suite, le rayon du cercle C, est égal a - = C:_ b=
a

Deuziéme démonstration. — Soient T’ le symétrique de D par rapport & O et i 'inversion de pole D et de

puissance DT x DT'. T est donc l'inverse de T.

L’inverse de Ci, est la perpendiculaire & (DT') passant par T’, autrement dit la tangente & C en T ; 'inverse
de C est la perpendiculaire & (DT) passant par T, autrement dit la droite (UV).

Les points U et V appartiennent a C et & (UV), ils sont donc invariants par ¢. Ainsi :

DT x DT' = DU?

Comme DU = DC (proposition 1.5), il vient :

DT — DC? _ 4ab _ 2ab
DT 2(a+b) a+b
. DT
On en déduit que le cercle Cj5 a pour rayon - = R.
C.Q.F.D.
Proposition I1.8. — Soient C,,, le demi-cercle de diamétre [O10], O} le point d’intersection de C,, et Cq,

O}, celui de C,, et Cs.
Les cercles Ci5 et Ci, centrés en O et O1, respectivement et tangents o (CD) ont le méme rayon égal d R.
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A O O1C¢cC Oq B

Démonstration

Soient I le milieu du segment [O105], Hi3 la projection orthogonale de O}5 sur (AB) et p le rayon du cercle
Cis-

Par application du théoréme de Pythagore aux triangles Oy H130]5 et I H130!5 rectangles en Hiz, on a :

Ol3H3; = 01307 — H1307 = O'31* — Hy31?

soit :
2 2
s o [at b _ _a— b
- =("57) - (-5
ab
Il vient : p = =R
vient : p = — 5
L’expression de R étant symétrique en a et b, on en déduit que le cercle Cj, a également pour rayon R.
C.Q.F.D.
Proposition I1.9. — Le cercle Ci; tangent o C et C,, et dont le centre O}; appartient au segment [CD] a
un rayon égal 4 R.
D
/
15
Ca
A O O1°¢C 04 B
Démonstration
Soit p le rayon du cercle C’15.
Par application du théoréme de Pythagore aux triangles OCO}; et ICOf; rectangles en C, on a :
/1502 - l1502 - 002 == 0/1512 - CIZ
soit :
2 2
a+b a—b
(a+b—p) —(a—b) = +p) -
2 2
ab
11 vient p = =R
vient p P
C.Q.F.D.

Proposition I1.10. — Soit Cx le cercle tangent a Cy et Co et dont le centre X appartient a C,,.
Le plus petit cercle Clg passant par X et tangent  (AB) a un rayon égal & R.
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A O O1C¢cC Oq B

Démonstration
Soit rx le rayon du cercle Cx.
Par application du théoréme de Pythagore au triangle X 0103 rectangle en X, on a :

0,03 = 01 X2 + 0, X2
soit :
(a+b)?=(a+rx)’+(+rx)?
Par suite, 7x est la solution positive de I’équation : 22 + (a + b)z — ab = 0, d’ot :

~ Va?+6ab+ b2 — (a+b)

o 2

Soit Hx la projection orthogonale de X sur (AB).
En appliquant le théoréme de Pythagore aux triangles O1 Hx X et O2H x X rectangles en Hy, on a :

HxX?=01X%?-01H% = 0:X? — OH%
Comme Hx appartient au segment [IOs] (puisqu’on a supposé a > b), il vient :
01X?% — (011 + IHx)? = 02X% — (0o — [Hx)?
soit :
 01X2—0:X?  (a+b+2rx)(a—Db)
2(011 +105) 2(a +b)
Par application du théoréme de Pythagore au triangle I Hx X rectangle en Hy, on a :
HxX?=1X?-1H%

IHx

soit :

a+b\* ((a+b+2rx)(a—b) 2: 40>
. > ( 2(a +b) ) (a+b)?

d tHx X = =2R.
onc X atb

HxX _ R

On en déduit que le rayon du cercle Cj, est égal a
C.Q.F.D.

Proposition II.11. — Soient A’ et B’ les points d’intersections de C avec les cercles C(A,2a) et C(B,2b)
respectivement. Soient Ci; et Cig les plus petits cercles passant par A’ et B’ respectivement et tangents a
(CD).

Les cercles Ci, et Cig ont le méme rayon égal & R
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Démonstration
Soit H 4 le projeté orthogonal de A’ sur la droite (AB). Notons p le rayon du cercle Cj,.
Par application du théoréme de Pythagore aux triangles AH /A" et OH 4 A’ rectangles en H4/, on a :

A’HE‘/ = AA”? — AHEV =0A? - OHZV
soit :

(40)% = (20— 2p)2 = (a+b)? — (2p — (a — b))?

ab
Il vient alors p = —— =
=2 +0b
L’expression de R étant symétrique en a et b, on en déduit que le cercle Cig a également pour rayon R.

C.Q.F.D.

Proposition (Cercle de Thomas Schoch - 1978) I1.12. — Le cercle Cs inscrit au triangle curviligne
défini par les cercles C,C(A,2a) et C(b,2b) a un rayon égal a R.

A 01 0 c 02 B

Démonstration
Premiére démonstration. — Soient Og le centre du cercle Cg et p son rayon. [OOg] étant la médiane issue de
Og dans le triangle ABOg, on a :

AO% + BO% = 200% +20A?
soit :

(2a+p)2+ (2b+p)2 =2(a+b—p)?+2(a+0b)?

ab
11 vient al = =
vient alors p = =
Deuzieme démonstration. — Soit i I'inversion de pole C et de puissance CD? = 4ab.
L’inverse du cercle C(A4,2a) est la perpendiculaire da, & (AB) passant par A; ou A; € [CA) est tel que
D2
De méme, l'inverse du cercle C(B, 2b) est la perpendiculaire dp, & (AB) passant par By ot By € [C'B) est tel
OB, — cD*
que OBy = 5= = a.
L’inverse C; du cercle C est le cercle de diameétre [A;B;] ou A; = i(A) et B; = i(B) vérifient :
CD?
A; e [CA CAj=——=2b
€[CA) A
CD?
B;c|CB) CB; = -9
€ [CB) B a
On en déduit que C; est le symétrique de C par rapport & C. En particulier, C; et C ont le méme rayon.

A B b
Ainsi, i(Cg) est le cercle tangent & da,,dp, et C;. Son rayon p est égal a % = %.

Notons O; et Og; les centres de C; et i(Cg) respectivement.
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dA dB

1

Ci

Comme CA; = O0;B; = b, Og; appartient a la médiatrice du segment [CO;].

On en déduit que C et O; ont la méme puissance p par rapport au cercle i(Cg).
3

Comme Og;C = 05,0; =a+b+p= i(a +b), il vient :

2 2
j= OgiC2 — p? = <g(a+b)) _ (“;b> — 2+ b)?

C 2
Or Cgs est 'image de i(Cs) par ’homothétie de centre C' et de rapport o

D? 4ab b b
On en déduit que le rayon du cercle Cg est égal a CM p= 2a i A . a—2|— = ai b= R

C.Q.F.D.
Lemme I1.13. — Soient (C'D’) la perpendiculaire & (AB) passant par Og avec C' € [AB] et D’ e?},
D’
Cs
Os
A O, o cc 0Oy B
On a
cor— ple=bl _abla—bl o, /ab(2a> + 5ab+b?)(20? + Sab + a?)
a+b (a+b)? (a+b)?
Démonstration

C' appartient au segment [COs] (puisqu’on a supposé a = b).
Par application du théoréme de Pythagore aux triangles AOsC’ et OOsC’ rectangles en C’; on a :

C’O% =0gA? — ('A% = 050% — C'O?
soit :

(2a+ R)?> — (2a+CC")? =(a+b—R)*>— (a — b+ CC")?
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ab . . ab(a —b) a—b

= — il . [ = .

Comme R a+b’1 vient : CC (@t b2 Ra+b
ab(b—a) b—a

En supposant a < b, un calcul analogue conduirait 4 CC’ = TEE =R
a—>b|l abla—10|

a+b  (a+0b)?2
Supposons toujours a > b. Par application du théoréme de Pythagore dans le triangle rectangle OC’D’; on
a:

Ainsi : CC' = R|

C'D?2?2 =D'0%2—-C"'0% = D'O? + (OC + CC/)2

soit, :
C'D”? = (a4 b)? - ab(a —b)\>  ab(2a% + 5ab + b?)(2b2 + 5ab + a)
= (a — a — =
(a+0b)? (a+b)*

Dot . ' — Vab(20? + bab + b?)(2b + 5ab + a?)

i = .

(a+0)?

Cette expression étant symétrique en a et b, on aboutirait au méme résultat en supposant a < b.

C.Q.F.D.
Définition I1.14. — La droite (C'D’) est appelée ligne de Schoch ; on la note Lg.

Proposition (Cercles de Peter Woo) IL.15. — Soient k € RY, Ay € [CA) et By € [CB) tels que
AWC = ka et ch = kb.

Le cercle Cyw tangent o C(Aw, ka) et C(Bw,kb) et dont le centre Ow appartient & la ligne de Schoch Ls a
pour rayon R.

Cw o

Ow

AW A 01 0] cc’ 02 B BW

Démonstration
Soit p le rayon du cercle Cyy. C' est le projeté orthogonal de Oy sur (AB).
Par application du théoréme de Pythagore aux triangles Ay C’'Ow et By C'Ow rectangles en C’, on a :

C'0%, = AwO%, — C' A%, = ByO3}, — C'Bg,
soit (puisqu’on a supposé a > b) :
(ka + p)? — (ka+ CC")? = (kb + p)? — (kb — CC")?

a+b
a—0b

R.

Dou: p=CC’
C.Q.F.D.
Proposition I1.16. — Le cercle de Woo tangent o C passe par le point D.
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Cw
Ow
DZ
C
Ls
A 01 O cc 0 B

Démonstration
Soient D; le point d’intersection de (OOw ) et C, et Hp, sa projection orthogonale sur (AB).
D’aprés le théoréme de Thalés, on a :

OD,  OHp,
00w ~— OC

soit (puisqu’on a supposé a > b) :

a—b
oD, xoc' @+ (a_b+Ra+b)
OHp, = = —a—2b
Dx OOw a+b+R “
Ainsi OHp, = OC de sorte que D = D.
Autrement dit, le cercle de Woo est tangent & C en D.

C.Q.F.D.
Proposition I1.17. — Le plus petit cercle Ciy tangent a Cs et passant par C a un rayon égal da R.
D/
Os
A 0O, 0] cc’ O, B
Démonstration
Premiére démonstration. — Par application du théoréme de Pythagore aux triangles CC'Og et AC'Og
rectangles en C/, on a :
CO% =C'C*+C'0% =C'C? + 0OgA? — C' A?
soit (puisqu’on a supposé a > b) :
a—b\> a—b\>
CO:= (R 2a + R)? - (2a+ R
b= (Rip) vear e (2 mi )
b b
Comme R = a—, il vient : COg =3 @®__ 3R.
a+b a+b
11 est alors clair que le rayon du cercle Ciq est égal & R.
Deuziéeme démonstration. — Reprenons les notations de la deuxiéme démonstration de la proposition I1.11.

Soient T le point de tangence de Cg et Ciq, et T; son inverse. T; appartient & l’arc de cercle ne contenant pas
les points de tangence de i(Cs) avec da,,dp, et C;.
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Ci

3 1

Or CT x CT; = CD?, donc :

2
op_ CD* _ 4ab__ 2ab
CT;,  2(a+b) a+b

T
On en déduit que le rayon du cercle Cjq est égal & % = R.
C.Q.F.D.

Proposition I1.18. — Le cercle Cy, tangent o Cy et Co et dont le centre O appartient a la ligne de Schoch
Ls a un rayon égal a R.

D/
Cao
1030
A O, 0] cc 09 B

Démonstration
Soit p le rayon du cercle Cjj.
Par application du théoréme de Pythagore dans les triangles rectangles O1C’ 0% et O2C"O},, on a :

04,C"” = 04,03 — C'O1 = 04,03 — C'O3
soit (puisqu’on a supposé a > b) :
(a+p)?—(a+CC")? = (b+p)? — (b— CC")?

Comme CC’ = R—

b
A il vient : p = R.
C.Q.F.D.

Proposition I1.19. — Soit Q le point d’intersection de C,, et de la ligne de Schoch Lg.
Soient C, le plus petit cercle tangent a C,, passant par D' et Ch, le cercle circonscrit au triangle CC’'Q.
Les cercles Ch, et Chy ont le méme rayon égal & R.
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Ca

A O o I1cCccC Oq B

Démonstration
Par application du théoréme de Pythagore dans le triangle IC' D’ rectangle en C’, on a :

ID"? = IC”? + D'C? = (IC + CC")* 4+ C'D"”

soit (puisqu’on a supposé a > b) :

2
D2 (a—b ab(a—b)>2+ (\/ab(2a2+5ab+b2)(2b2+5ab+a2)>
S\ 2

(a+0b)? (a+0b)?

a® + 6ab + b?
2(a+0)
Si p deésigne le rayon du cercle Ch;, il vient :
p:l ID,_a—i—b _ 1 a® + 6ab + b _a+b _ ab R
2 2 2 2(a+0) 2 a+b
Par application du théoréme de Pythagore dans le triangle IC'E rectangle en C’, on a :

C'E% =1E? - IC"? = IE? — (IC 4+ CC")?

Il vient : ID' =

soit :

C/EQ _ <a+b>2 . <a —b ab(a — b)>2 _ a2b2(3a2 + 10ab + 3b2>

2 2 (a+b)? (a+b)*
En appliquant le théoréme de Pythagore dans le triangle rectangle CC'FE, on a :
CE? =(C'C? + C'E?

soit :

CF? - (ab(a —b) ) > a2b2(3a2 + 10ab + 3b?) 4a%b?

(a+b)2 (a+b)t " (at0)?

E
Par suite, le rayon du cercle C, est égal a CT =R.
C.Q.F.D.

Proposition 11.20. — Considérons deuz arbelos construits a partir de C1 et Co et semblables a ’arbelos de
départ.

Les cercles Chy et Ch, passant par C des deux arbelos ainsi construits ont le méme rayon égal 4 R.

De plus, les rectangles construits a partir des milieux de chaque arc des arbelos sont semblables dans une
homothétie dont le centre L appartient a la ligne de Schoch Lg.

Enfin, le cercle Cy de centre L passant par C' a pour rayon R.

D/

e, L

P3 P2

A 01 Cl 0 C Cl 02 C'2 B
C3 Coy
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Démonstration
Les cercles de diamétres [CCq] et [C'Cs] ont clairement pour rayon R.
V2ab ot V2ab V2ab V/2b?

— . t
a+b a+b(resp ¢

Le rectangle P; P3C Ps (resp. P, P,C5Pg) a pour dimensio
rectangle Py P3Cy Ps (resp. PoP4C3Pgs) a pour dimension P P
Ces deux rectangles sont donc semblables par une similitude de rapport —.

a

).

Des considérations de parallélisme montrent que ces deux rectangles sont homothétiques.

b
Soit L le centre de ’homothétie de rapport ——.

a
Notons Hy, le projeté orthogonal de L sur (AB).
On a:

92ab b(3a + b
clHL+HLOQ:0102:010+COQ:a“ Ly MBatd)

+b +0b
HL(Jl_LC’l_a “

H; O, LP, b

ab(3a + b)
(a+0)*

Il vient : OlHL =
Donc :
ab(3a+b)  2ab  abla—b) a—b

CH,=C1H,-CC, = — = =R =Cc’
o 1HE ! (a+b)? a+b (a+b)? a+b
Finalement, Hy, = C’ de sorte que L appartient a la ligne de Schoch Lg.
C.Q.F.D.
Proposition I1.21. — La droite (CD) est une tangente commune auz cercles C; et Ch, (resp. C} et Chs).

La seconde tangente Ty (resp. TJ) commune & C et Ch, (resp. C} et Chs) passe par le point B (resp. par le
point A).

Démonstration
Considérons la tangente 7 & C; passant par B. Notons Ho, et Hp, les projetés orthogonaux de O; et 0},
sur 7.
Par application du théoréme de Thalés, on a :
0/24Hoé4 _ BO/24

O.Ho,  BO;

d’ou :
O1Ho, x BOy;  a(2b — R)

BO, =T ¢

/ _
O5,Hoy, =

On en déduit que 7 est également tangente a C, (en Hoy, ).
Soit I le point d’intersection de 7 et (CD). On a: IC = [Ho, = IHpy,.
1l s’ensuit que le symétrique du cercle C}, par rapport a I est un cercle de rayon R tangent & C; et (CD); il
s’agit donc de Cj.
Finalement les tangentes 7 et 77 sont confondues.
On prouverait de méme que 73 est tangente a Co et passe par A.
C.Q.F.D.
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ITI. Cercle inscrit a ’arbelos

Proposition II1.1. — Le cercle C' inscrit a larbelos, tangent a C,Cy1 et Ca, a pour rayon r avec
_ abla+Db)
a2+ ab+ b2
A 01 0] C 02 B
Démonstration
Premiére démonstration. — Soient O’ le centre de C’ et Hps sa projection orthogonale sur (AB).

Ho: appartient au segment [OO;] (puisqu’on a supposé a > b).
Par application du théoréme de Pythagore aux triangles OO’ Hp:, 010’ Hp: et O20’ Hp rectangles en Hoy,
on a :

0'0% = O'H}, + OH},

O'0% = O'H}, + O1H},

0'03 = O'H}, + O2H?,

soit :

(a+b—r)>=0H?>+OH},
(a+71)?=0H% + (b+OHop)?
(b+’/‘)2 = O/Hg/ + (Cl — OHO/)2

D’une part, on a bOHps = 2ar — b?> — ab + br d’aprés les deux premiéres égalités.
D’autre part, on a aOHpr = a? 4 ab — ar — 2br d’aprés les premiére et troisiéme égalités.
ab(a + b)
a? 4 ab+ b2’
Deuziéme démonstration. — Considérons I'inversion i de pole A et de puissance AB?. Le point B est invariant
par 4. Soit C’ I'inverse de C' par i.
L’inverse de Cs est le cercle i(Cy) de diamétre [BC'].
L’inverse du cercle C; est la perpendiculaire dor & (AB) passant par C’; inverse du cercle C est la perpen-
diculaire dp a (AB) passant par B.
Par suite, I'inverse C; du cercle C’ est le cercle tangent & i(Cz),dp et de-.

Il vient alors r =

dp
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On a:
BC 2b 2b(a + b)

A5 < AC — lat ) 20a+b) 20 a
b(a + b)

Ainsi, le rayon p du cercle C] est égal a .
a

BC' = AB? x

Soit O le centre du cercle C/. La puissance 1 de A par rapport au cercle C; est égale a :

p=0;A% — p* = (2(a+b) + p)*> + (2p)* — p* = (2a + 2b+ p)* + 3p?

AB?
Or C’ est 'image de C} par 'homothétie de centre A et de rapport .
o

AB? 4 b)? b b
On en déduit que le rayon r du cercle C’ est égal a r = B p= 2a ;ZIP;QZ_ 37 = a2a—|—((;;_+)b2'
C.Q.F.D.

Proposition (Cercle de Leon Bankoff - 1950) II1.2. — Si le cercle C' = C(O',r) inscrit a l'arbelos est
tangent a Cy et Cy en X et Y respectivement, alors le cercle Cp circonscrit au triangle CXY a pour rayon R.

B
AP,

A B
Démonstration
Premiére démonstration. — Le cercle circonscrit & CXY est clairement le cercle inscrit & 01050’ car
ab(a +b)
0.C=0.X = 0,C=0Y =0 OX=0Y=r=———"—
! ! “ 2 2 " a? + ab + b2
ab(a + b) (a+0b)?

Le demi-périmeétre du triangle O1050’ est égal & a + b + Pr il Eraar
La formule de Héron donne :

(a+0)?>  abla+b) b ab(a +b)?

L _abla+b)*
A(OlOQO)_\/auaber? Zrabr 2 7T @ rabt b2

Par ailleurs, si p désigne le rayon du cercle inscrit & O1020’, on a :

(a+0b)3
A(010,0") = p————
(010:07) Pa2 ab+ b2
. ab
Il vient alors p = ? = R.
a
Deuziéeme démonstration. — Reprenons les notations de la deuxiéme démonstration de la proposition III.1

et considérons l'inversion i de pole A et de puissance AB2.
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dp der

Cgi

A O O C 0, B C’

L’inverse Cp; de Cp est le cercle passant par les points C”,i(X) et i(Y) (ces deux derniers points étant

également les points de contact de C. avec d¢r et i(Ca) respectivement). Le rayon de ce cercle est donc égal
bla+0b
= w d’aprés la deuxiéme démonstration de la proposition III.1.

Soit Op; le centre du cercle Cp;. La puissance p de A par rapport au cercle Cp; est égale a :

p=A0}, — p* = C'A? + C'0%; — p* = (2(a +b) +2p)* + p* — p? = 4(a + b+ p)?

2
Or Cp est 'image de Cp; par 'homothétie de centre A et de rapport .
1

B*  Ala+b?*p  ab
Cdla+b+p)?  a+b

R.

On en déduit que le rayon du cercle Cp est égal a

C.Q.F.D.
Premiére construction du cercle inscrit
Soit Py (resp. P») le point d’intersection de C; (resp. Ca) avec la perpendiculaire & (AB) passant par O; (resp.
0s).

b
Le point d’intersection K des droites (O1P») et (O2Py) vérifie CK = % d’aprés le théoréme de Thalés.
a

Le cercle de centre K passant par C coupe les cercles C; et Co en X et Y respectivement.
O’ est alors le point d’intersection des droites (O1X) et (O2Y).

C/
Py o'
y/ >
A O, 0o C O, B
Proposition I11.3. — Soient Py et Py les points d’intersection des demi-cercles Cq et Co avec les perpendicu-

laires a (AB) passant par Oy et Oy respectivement. Si le cercle inscrit a l'arbelos est tangent aux demni-cercles
C1,Co et C en X,Y et Z respectivement, alors :

e les points A,C,Y et Z appartiennent a un cercle de centre Py

e les points B,C, X et Z appartiennent a un cercle de centre Ps.

Démonstration

Soient d¢ et dp les perpendiculaires & (AB) passant par C et B respectivement. On note P le point d’inter-
section de la perpendiculaire & (AB) passant par O avec C.
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Py

A 01 0

On a AB x AC = AD?.

Considérons I'inversion i1 de pole A et de puissance AD?. L’inverse de B par i est C et la droite (AB) est
invariante par 7.

Les demi-cercles C; et C ont pour inverses respectifs les demi-droites [BX') et [CD).

Etant orthogonal a la droite (AB) invariante par 4y, le demi-cercle Co est également invariant par .

On en déduit que le cercle inscrit & 'arbelos, qui est circonscrit & XY Z, a pour inverse le cercle tangent a
dco,dp et Co en Z', X' et P, respectivement.

C, étant invariant par i1, les points A,Y et P» sont alignés.

On note que les points B, P>, Z’ et P sont alignés; ainsi 'inverse de la droite passant par ces points est le
cercle passant par C,Y,Z et A. En particulier, le centre de ce cercle appartient & la médiatrice du segment
[AC].

De plus, le diamétre passant par A est perpendiculaire & (BP). Il s’ensuit que P; est le centre du cercle.
Ainsi, les points Y et Z appartiennent au cercle de centre P; passant par A (et C).

Un raisonnement analogue en considérant I’inversion i, de pole B et de puissance BD? montre que X et Z

appartiennent au cercle de centre P, passant par B (et C).
C.Q.F.D.

Remarque III.4. — Les points A,Y et P, d’une part, B, X et P; d”’autre part, sont alignés puisque
Zl(Y) = P2 et ZQ(X) = Pl.

Deuxiéme construction du cercle inscrit

Avec les notations de la proposition II1.3, on a :

Troisiéme construction du cercle inscrit

La démonstration fournit une autre construction du cercle inscrit. Il est aisé de construire le cercle tangent &
dp,dc et Co, qui est circonscrit au triangle X’'Z’P,. Les points X,Y et Z sont alors les points d’intersection
des droites (AX"), (AZ") et (AP,) avec C1,C et Co respectivement.

Proposition III.5. — Avec les notations de la proposition II1.3, les droites (AY),(BX) et (CZ) sont
concourantes en un point S qui appartient au cercle inscrit a l'arbelos.

Démonstration

Les points A,Y et Ps, ainsi que B, X et P;, sont alignés d’aprés la remarque I11.4.

Considérons le point d’intersection S de la droite (APs) avec le cercle circonscrit & XY Z.
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dc dB
7
VA X
Py
PrS
X S
Y
A C B

L’inverse S’ de S par i appartient a la droite (AS) et au cercle circonscrit & X'Z'P;.
Par ailleurs :

@/:@/:P@/:%:ABZ/

de sorte que les points A, Z’, S’ et B son cocycliques.

En considérant 'inverse par i; du cercle auquel ces points appartiennent, on conclut que S appartient & la
droite (CZ).

Par un raisonnement analogue en considérant 'inversion iz, on conclurait que les droites (BX) et (C'Z) sont
sécantes au méme point S.

C.Q.F.D.
Quatriéme construction du cercle inscrit
Avec les notations de la proposition IIL.5, on a :
¥v(
A C B
Proposition IT1.6. — Awec les notations de la démonstration de la proposition II1.3, soit M le symétrique

de P par rapport a la droite (AB). Alors :
e les points A, X,Y et B appartiennent a un cercle de centre M ;
e le point Z appartient a la droite (CM).

Démonstration

Les points C, P, et X’ sont alignés. L’inverse par i; de la droite (CX’) est le cercle passant par A, B,Y et
X. En particulier, le centre de ce cercle appartient a la médiatrice du segment [AB].

De plus, le diamétre passant par A est perpendiculaire & (C'Pz). Il s’ensuit que M est le centre du cercle.
Ainsi, X,Y appartiennent au cercle de centre passant par A (et B).
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dp

M/

5
e
Q N &
-

Soit M’ le point d’intersection des droites (AM) et dz. Comme BAM' = % = Bm’, les points A, B, M’
et Z' sont cocycliques. En considérant l'inverse par i; du cercle auquel ces points appartiennent, on conclut
que M appartient a la droite (C'Z).

C.Q.F.D.

Cinquiéme construction du cercle inscrit
Avec les notations de la proposition IIL.6, on a :

s
S
~
Q
N
o

Sixiéme construction du cercle inscrit

Avec les notations précédentes, les cercles circonscrits & XY Z et X’ Z’' P, sont inverses ’'un de l’autre par i;
mais également homothétiques par rapport au pole A.

En particulier, le centre du cercle inscrit appartient a la droite passant par A et le milieu du segment [X'Z’]
(qui est le coté opposé a [BC] sur le carré construit du méme coté que ’arbelos).

On a une propriété analogue avec le carré construit sur le segment [AC].
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.

A 01 O C 02 B

Proposition (Archimeéde) II1.7. — Soient E,F € C’ tels que [EF] est un diamétre de C' paralléle d la
droite (AB). Soient H et G les projetés orthogonauz de E et F' respectivement sur (AB).
Alors les longueurs AG,GH et HB sont en progression géométrique et le quadrilatére EFGH est un carré.

c’
F E
G H
A 01 0] C 02 B

Démonstration
Soient X,Y et Z les points de tangence de C" avec C1,Cs et C respectivement.
D’aprés le lemme I1.2, on a l'alignement des triplets de points suivants :

(A,F,Z) (B,E,Z) (A X,E) (B,Y,F) (C,X,F) (CY,E)

On considére les points d’intersection suivants :

I=(AZ)n¢C J = (BZ)NC
K = (AX)N (CI) L= (BY)n(CJ)
G = (FK)N (AB) H = (EL) N (AB)
A
C/
/F B
J
K L
G H
A O o C O- B

K est Vorthocentre du triangle ACF' de sorte que les droites (AB) et (F'G) sont perpendiculaires.
De méme, en considérant l'orthocentre L du triangle BC'E, on en déduit que les droites (EH) et (AB) sont

perpendiculaires.

Par ailleurs, les droites (CI) et (BZ) sont paralléles, de méme que (CJ) et (AZ). Donc :
AC_AK _AG . AC_FL_GH
CB_ KE GH °© CB LB HB

AG GH «a

Ainsi : — = — = —.

HB
Les longueurs AG,GH et HB sont donc en progression géométrique.
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On en déduit ’expression du rayon r de C’. En effet, on a :

a

AB=AG+GH + HB = (%+1+b>GH

EF GH _ ab(a+D)

Done:r == = = ot
1l vient alors :
a a’(a + b) b b%(a + b)
AG=-GH = —— t BH=-GH= —"" "7 _
b a? + ab + b2 ¢ a a? + ab + b2
Les triangles rectangles AGF et EH B étant semblables, on a :
FG BH
AG EH
2b2(a + b)2
it : FG? = AG x BH = —— "2 _
sl * (a® + ab + b?)?
. ab(a + b)
Par suite : FF = FG = m

Ainsi EFGH est un carré.

Proposition II1.8. — La droite (CZ) est la bissectrice intérieure de l’angle AZB.

Z

A 01 0] C 02 B

Démonstration

27

C.Q.F.D.

Reprenons les notations de la démonstration de la proposition II1.3 et considérons 'inversion i; de pole A et

de puissance AD?.
Z et C ont pour inverses respectifs Z’ et B. Donc :
T

@:@:Z

AZ B étant rectangle en Z, on en déduit que (CZ) est la bissectrice intérieure de angle AZB.

Proposition IT1.9. — Soit F' le point du segment [CD] tel que CF = 2R.
Le cercle de centre F et de rayon 2R est tangent a C en Z.

A 01

Démonstration
Montrons l'alignement des points O, F et Z.

Notons Ho- la projection orthogonale de O sur [AB].

OnaCF =2R= 2ab
a+b

C.Q.F.D.
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La démonstration de la proposition III.1 fournit :

2b (a —b)(a + b)?
OH ;= b — _—— = —
o =atb-r a a?+ ab+ b2
Par application du théoréme de Pythagore au triangle OHo O’ rectangle en Ho/, on a :
(a—b)2(a+b)*  4a®b*(a+0b)?
(a2 +ab+02)2 (a2 + ab + b?)2

O'H3, =0'0> - HopO*=(a+b—r)?—

2ab(a + b)
D :O'Hp = ————.
onc : O'Hp P abr 2
. CF 2ab HoO
11 vient : =

CO ~ (a+ba—b) HoO"
On en déduit I'alignement des points O, F, O’ et Z.
Par application du théoréme de Pythagore au triangle OC'F rectangle en C, il vient, :

2 2 2\ 2
0F2:002+CF2:(a—b)2+(2“b> =<“ +b)

a+b a+b
2 2
soit : OF = & +b .
a+b y
b 2ab
Dot : FZ=0Z - OF =a+b— "7 = 2% _9p
a+b a+b
Par suite, le cercle C(F,2R) est tangent & C en Z.
C.Q.F.D.
Remarque II11.10. — Le point F a été défini dans la proposition I1.5. comme le point d’intersection des

droites (CD) et (P Ps).
Par ailleurs, le point G de cette méme propriété n’est autre que le point Z.

IV. Chaine de Pappus

Proposition IV.1. — On pose C(9) = Cy. On considére la chaine de cercles (C("))neN telle que C(™1) est
tangent a C,Cy et C'™) pour n € N.

On note O™ et 1, le centre et le rayon du cercle C(™).

Si h,, désigne la distance de O™  la droite (AB), alors :

A 01 O C 02 B

Démonstration

Considérons 'inversion i de pole A et de puissance j,, ot f1,, est la puissance de A par rapport au cercle C(").
Le cercle C(™ est alors invariant par i.

Les cercles C et C; ont pour inverses les droites d; et dy perpendiculaires & (AB) et tangentes a C (n),

Par suite, pour 0 < j < n — 1, 'inverse Ci(j) de CY9) est le cercle tangent a dq,ds et Ci(jH).
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dy dy

n=23
c Ac® .
c® .
c?
G c

)

) ()
¢l

A 01 O C 02 B

© ¢, D

1l est alors clair que les cercles C et C(™) ont le méme rayon.

Comme le centre de CZ-(O) appartient a la droite (AB), il est immeédiat que : h,, = 2nr,.

C.Q.F.D.
Proposition IV.2. — Les centres (O),cn des cercles C\™) appartiennent a une ellipse de foyers Oy et
0.
Démonstration
Pour tout n € N, on a :
0,0 + 00™ = (a+ry)+ (a+b—r,) =2a+b
Ainsi les points (O(™), cn appartiennent & une ellipse de foyers O et O;.
C.Q.F.D.
P ition IV.3. — Sia— 20 — _©_ 4 tout n € N
roposition IV.3. — = = .
18 to= a+b,aor5, pour tout n , 0N a
a(l —a)
= (kb))
" (a+ >n2(1704)2+a

Démonstration

Considérons Iinversion i de pole A et de puissance AB2. Le point B est invariant par i. Soit C’ I'inverse de
C par i.

L’inverse Ci(o) de C© est le cercle de diamétre [C'B'].

L’inverse du cercle C; est la perpendiculaire dor & (AB) passant par C'; 'inverse du cercle C est la perpen-
diculaire dg a (AB) passant par B.

Par suite, 'inverse an) du cercle C™ est le cercle tangent a dp,dc et Ci("_l), de sorte que les cercles Ci(")

ont tous le méme rayon.
On a:

BC B 9 2b _ 2b(a + b)
AB x Ac ~ latb)Txg

(a+0b)-2a a
n BC' b b
Ainsi, le rayon p des cercles Ci( ) est égal a 5 = (a+ )

BC' = AB? x

a
Soit OE") le centre du cercle Ci(”). La puissance p,, de A par rapport au cercle CZ-(") est égale & :

o = O A2 — g2 = (2(a +b) + )2 + (2np)? — p? = 4(a +b)? + 4(a + b)p + 4n?p?
BQ

A
Or C™ est 'image de Ci(n) par I’homothétie de centre A et de rapport .

n
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dp dc/

O

c 02 B c’

On en déduit que le rayon r,, du cercle C(™ est égal & :

Corollaire IV.4. — On a :

T'n

hy, =2n(a+b)

AB?
fin

4(a+b)*p
4(a+b)2 4+ 4(a+b)p + 4n?p?
ab
%
(a+ )nQb2 +a(a+0b)
ab
(a+b)?

R

a+b a+b
a(l —a)

n?(l—a)+a

(a+0b)

(a+b)

30

C.Q.F.D.

a(l —a)
n?(l-—a)+a
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