MAFPEN de La R union

Pr paration [’agr gation interne de math matiques

Plans de lecons d’aly bre
et de g om trie

Dominique TOURN. S
Juin 1994



BARYCENTRES ; APPLICATIONS

Remarques générales

« Le programme officiel est trés sobre : “Barycentres”. On dispose donc d’'une grande liberté. Il peut étre tentant
de faire une théorie savante en plongeant I'espace affine et son espace vectoriel associé dans un “espai
universel”, mais il est sans doute préférable de se contenter d'une introduction naive et de réserver la plus grand
partie du temps aux applications.

» Ne pas oublier I'origine mécanique du barycentre. On trouvera un bon paragraphe a ce sujet dans AVEZ.

Plan

1. Notion de barycentre

a) Définitions et notations

On se place dans un espace affine réel E de dimensiorp)giglgMésigne une famille finie de points de E et
p
(0)1<ip UNe famille de réels. On note= Z a;.
1=1
P - P
*Sia=0,le vecteurz a; gAi ne dépend pas de l'origine O, on le n(%oriAi :
=1 =1
1P - P
*Sia=#0,le pointO+aZO(i (LE%]Ai ne dépend pas de l'origine O, on le nc%lez o;A; et on l'appelle
1=1 1=1

barycentre depoints massiques (/).

b) Propriétés

« Commutativité

« Homogéneéité (on peut donc se ramener a une masse totale égale a 1)

 Associativité (application : isobarycentre d’un triangle, point de concours des trois médianes et isobarycentre
d’'un tétraédre, point de concours de sept droites remarquables)

« Construction du barycentre de deux points

2. Caractérisation a I'aide du barycentre des objets de la géométrie affine
Sous-espaces affinetlne partie F de E est un sous-espace affine ssi elle est stable par barycentration.

Convexité. Notions de segment, de partie convexe et d’enveloppe convexe. Une partie F de E est convexe ss
elle est stable par barycentration a coefficients positifs. L’enveloppe convexe d’'une partie F de E est 'ensemble
des barycentres a coefficients positifs des familles finies de points de F.

Repere affine.(A,, A;, ..., A)) est un repere affine ssi tout point M de E s’écrit de maniére unique M =
n
o;A; aveca = 1. Le (n+1)-upletd;) est alors appelé famille desordonnées barycentriqugsrmalisées)
1=1
du point M dans le repére affine;JAApplication : paramétrisation des sous-espaces affines.

Applications affines. Une application est affine ssi elle conserve les barycentres. Une application affine est
entierement déterminée par I'image d’un repére affine.



3. Autres applications du barycentre

a) Réduction des fonctions de Leibniz

p
« On appelldonction vectorielle de Leibniz I'application fE — E, M - Z a, I\E[/ID ﬂi .
1=1

p
Sia=0,1M)= § aA; sia 0, f(M) = f(G) + a MG.
1=1

P
» On appelldonction scalaire de Leibniz I'application ¢ -~ R, M — Z o;MAZ.
1=1

Sia =0, g(M) = g(O) + ﬂé.f(O), sia #0, g(M) = g(G) +a MG?.

Applications : Lieux géométriques, problémes d’optimisation.

b) Problémes d’alignement et de concours (dans le plan)

* Trois points M (X1, Y1, 1), M,(X,, V5, Z,) et My(X, V3, Z3), définis par des coordonnées barycentriques

X1 Y1 4
251y, 7,
X3 Y3 Z3
« Une droite D a une équation de la forme ux + vy + wz = 0, avec u, v, w non égaux tous les trois. Une autre
équation u'x + v'y + w'z = 0 de ce type représente la méme droite ssi les triplets (u, v, w) et (u’, v, w’) sont
proprotionnels. On dit que (u, v, w) est une famillederdonnées tangentielles de D.

(normalisées ou non), sont alignés =0.

* Trois droites Q(u,, v;, W;), Dy(u,, V,, W,) et Dy(us, V5, W), définies par des coordonnées tangentielles, sont
. U vp Wy

concourantes ou paralleles v, W,
U Vz W3

Applications : théorémes de Menelaiis et de Ceva, théoréme de Desargues, théoréme de Pappus.

=0.

¢) Théorémes de Routh

Etant donnés un triangle ABC et des points X, Y, Z situés respectivement sur les cétés (BC), (CA), (AB) et

distincts des sommets, on pog(exé =A, % =u, % =v. On suppose que (BY) et (CZ) se coupent en L,

(CZ) et (AX) en M, (AX) et (BY) en N. On note MNP l'aire algébrique d’un triangle orienté (M, N, P). Alors :

XYZ _ Apv +1
ABC = (A +D(u+1)(v+1)

LMN _ (Apv —1)2
ABC =~ (AU +A+1)(uv+u+1) (VA +V +1)

et

Application : on retrouve les théorémes de Menelais et de Ceva.
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CERCLES DANS LE PLAN

Remarques générales

* Le programme est bref et assez vague : “En dimension 2 : cercles. Equation polaire d’'un cercle passant pa
I'origine. Puissance d’un point par rapport a un cercle. Faisceaux linéaires de cercles.” Pourtant les cercles
interviennent constamment en géométrie et les résultats sont innombrables : chacun pourra batir une legon tré
personnelle.

« Attention : le paragraphe 4 (qu’on peut limiter aux similitudes) suppose connu le théoréme fondamental de la
géomeétrie affine.

Plan

1. Le cercle dans le plan

« Définition.
« Intersection d’un cercle et d’'une droite, de deux cercles.
« Equation cartésienne, représentations paramétriques et équation complexe d’'un cercle, équation polaire d'ui
cercle passant par l'origine.
n

* Lieu des points M tels qu{ a;MA? =k. Lieu des points M tels qu%/l/l% =k (cercles d’Appolonius)
1=1

2. Condition de cocyclicité de quatre points

« Avec des angles de droite\s . A, B, C, D sont cocycliques ou alignés ssi (AC, AD) = (Bb, BD).

« Avec des nombres complexes : A, B, C, D sont cocycliques ou alignés ssi le bir%ép%ﬁ% est réel.

* Avec des distance& . A, B, C, D sont cocycliques ou alignés dans cet ordre ssi AC.BD = AB.CD +\ AD.BC.
(théoréeme de Ptolémée)

Exercice 1 (Droite de Simson)L'ensemble des points qui se projettent en des points alignés sur les
cotés d'un triangle est le cercle circonscrit.

Exercice 2 : Les cercles circonscrits aux quatre triangles d’un quadrilatere complet sont concourants.

3. Puissance d’un point par rapport a un cercle. Faisceaux de cercles
a) Puissance d’un point par rapport a un cercle

» On appellepuissance du point M par rapport au ceficjede centre O, de rayon R et d’équation normale

x% +y? +ax+by+c=0, le nombre P (M) =OM? - R? = x? +y? +ax+by+c . Pour toute droite passant

par M et rencontrarit en A et B (A = B si c’est une tangente), onR: (M) = MA.MB |.

« Axe radical de deux cercles non concentriques ; construction. Centre radical de trois cercles dont les centres n
sont pas alignés.

Exercice 3 (Théoréme de Pascal)es c6tés opposés d’'un hexagone inscrit dans un cercle se coupent en
trois points alignés.

Exercice 4 : Construire un cercle passant par deux points donnés et tangent a un cercle donné.

b) Faisceaux linéaires de cercles



« Etant donnés deux cercles distincise€C,, d'équations normaleg(M) = 0 et (M) = 0, on appelledisceau
linéaire de cerclede base Cet C, 'ensemble des cercles d’équation normalg(M) + (1 -A) f,(M) = 0, avec
A O R. Remarque : deux cercles distincts quelconques du faisceau sont aussi des cercles de base du faisceau.

* Description du faisceau F de cercles de baget(,:

1) Si C et C, ont le méme centr@, alors F est 'ensemble des cercles de cdnti@n dit que F est ufaisceau
concentrigue.

2) Supposons Let C, non concentriques. Par un point M du plan, il passe un et un seul cercle de F si M
n'appartient pas a l'axe radical dg € C,, tous les cercles de F siMC, n C,, aucun cercle de F sinon.
-SiC n C,={A, B}, F est 'ensemble des cercles contenant A et B. On dit que Ffestdeau a points
de base A et B.
- Si C, et C, ont une tangente commune D en A, F est I'ensemble des cercles tangents a D en A. On dit
que F est ufaisceau tangent.
- Si C, et G, sont disjoints, F contient exactement deux cercles points P et Q et les cercles de F sont
centrés sur (PQ) \ JPQI. On dit que F edaisceau a points limites P et Q.

4. Transformations conservant les cercles

a) Similitudes

\ Les bijections du plan dans lui-méme qui transforment tout cercle en un cercle sont exactement les s)militudes.

Exercice 5 : Construire un cercle passant par un point donné et tangent a deux droites données.
b) Inversions

On travaille désormais dans le plan confong {} et on appelle “cercle” soit un cercle @e soit la réunion
d’une droite deC et du point a I'infini. Linversion de pble P et de puissandg ¥ 0) est I'application i définie

par i(P) =, i(x) = P et sinon i(M) = M’ ol M’ est le point de (PM) tel qB&A. PM’'= k.

\ Une inversion est une bijection involutive qui transforme tout cercle en un ¢ercle.

¢) Transformations circulaires

Les bijections du plan conforme dans lui-méme qui transforment tout cercle en un cercle sont exactement les

. az+b . . az+b
homographiez - =Z+d et les antihomographiez — =Sid (ad - bz 0).

Bibliographie

RAMIS, DESCHAMPS et ODOUXCours de mathématiques spéciales, tomdasson
BERGER,Géométrie, tome,ZZEDIC/Nathan

TISSERON,Géométries affine, projective et euclidienhiermann

LEHMANN et BKOUCHE, Initiation & la géométriePUF

COXETER,Introduction to geometrywiley



CHANGEMENTS DE BASE EN ALGEBRE LINEAIRE ;
APPLICATIONS

Remarques générales

Themes du programme en rapport direct avec le sujet :

1) Effet d’'un changement de base(s) sur la matrice d’'une application linéaire. Matrices équivalentes.
Caractérisation a l'aide du rang.

2) Matrices semblables. Réduction d’un endomorphisme en dimension finie. Diagonalisation. Trigonalisation.
3) Décomposition d’'une forme quadratique en somme de carrés. Méthode de Gauss.

Plan
E et F sont des espaces vectorielskswR ouC, de dimensions finies respectives n et p.

1. Probléme du changement de base

Soient B =(g;) et B' = (€|) deux bases de E. La matride = (eiD(e})) est appelématrice de passagke B a

B’. C’est la matrice de I'identité, considérée comme application de E muni de B’ vers E muni de B ; c’est donc
une matrice inversible, élément de @K). Si un vecteur a pour coordonnées X dans B et X’ dans B’, on a la

formule de changement de b X

2. Changement de bases et matrice d’'une application linéaire

a) Matrices équivalentes

« Soit f une application linéaire de E dans F, de matrice M lorsque E est muni d'une base B et F d'une base C, e
de matrice M’ lorsque E est muni d'une base B’ et F d'une base C'.

Si P est la matrice de passage de B & B’ et Q la matrice de passage de C 4 &' srQa' M P |.

* On dit que deux matrices M et N, éléments de (), sontéquivalentess'il existe POGL,(K) et

QUGL,(K) telles queN =Q'MP. (Deux matrices rectangulaires sont équivalentes ssi elles peuvent
représenter la méme application linéaire.)

b) Caractérisation des classes d'équivalence

, . . . gl 1 0y C ,
Toute matrice M de I}{IH(K) est équivalente a une unique matrice de la fO@é-- v -IMTU = Uentier 1
' p-r,r i 0p—r,n—r
n'est autre que le rang de M. Deux matrices sont équivalentes ssi elles ont le méme rang. Il y a inf(n, p) + 1
classes d’équivalence.

-+

Calcul pratique: Le calcul du rang de M et I'obtention de bases dans lesquelles f a une matrice réduite peuvent
se faire par opérations élémentaires sur les lignes et sur les colonnes de M.

3. Changement de base et matrice d'un endomorphisme
a) Matrices semblables

 Soit f un endomorphisme de E, de matrice M lorsque E est muni de la base B, de matrice M’ lorsque E est
muni de la base B'.

Si P est la matrice de passage de B & B', ohla= Pt MP |.

* On dit que deux matrices M et N, éléments dgKV, sontsemblables’il existe POGL,(K) telle que
N = P"'MP. (Deux matrices carrées sont semblables ssi elles peuvent représenter le méme endomorphisme.)

» Les notions suivantes sont des invariants des classes de similitude : rang, déterminant, trace, polyndmt
caractéristique, polyndme minimal. Ces notions sont donc attachées intrinséquement a f.



b) Réduction d’'une matrice a la forme diagonale ou triangulaire

« La caractérisation compléete des classes de similitude est hors de portée. On se contentera de donner les form
réduites usuelles : matrices diagonales ou triangulaires. On dit quidggstalisable (resprigonalisablg si M
est semblable a une matrice diagonale (resp. triangulaire).

Théorémes usuels de réduction :

« f est trigonalisable ssi son polyndme caractéristique est scindé.
« f est diagonalisable ssi son polynéme caractéristique est scindé et si, pour toute valeur propre, |'ordre de
multiplicité de cette valeur propre est égal a la dimension du sous-espace propre correspondant.

c) Des applications en analyse

Etude des systémes de suites récurrentes linéaires et des systémes différentiels linéaires par changement de be

4. Changement de base et matrice d’'une forme quadratique

a) Matrices congruentes

« Soit q une forme quadratique sur E (il revient au méme d’étudier la forme bilinéaire symétrique associée), de
matrice M dans une base B, et de matrice M’ dans une base B’ (M et M’ sont des matrices symétriques).

Si P est la matrice de passage de B & B’, oM&'PMP .

+ On dit que deux matrices symétriqgues M et N, eéléments d&)Msontcongruentes'il existe POGL,,(K)

telle que N='"P M P. (Deux matrices symétriques sont congruentes ssi elles peuvent représenter la méme forme
guadratique.)

b) Caractérisation des classes de congruence

10
* SiK =C, toute matrice symétrique M de ) est congruente a une unique matrice de la fo@%\e: -O---E
n-r

L'entier r n’est autre que le rang de M. Deux matrices geCisont congruentes ssi elles ont le méme rang.

Ilyan+1 classes de congruence.
*Si K =R, toute matrice symétrique M de [K) est congruente & une unique matrice de la forme

0! 0! 0 O

I

0o 1=1, 7 0 L. Le couple dentiers (s, t) est appalignaturede M. Deux matrices de JfR) sont
=
I

. ~ . n+1)(n+2)
congruentes ssi elles ont la méme signature. | > classes de congruence.

Calcul pratique: Pour la détermination du rang, de la signature et d’'une base dans laquelle g a une matrice
réduite, on peut utiliser la méthode de Gauss.

¢) Une application en géométrie

Classification affine des coniques et des quadriques.

Bibliographie
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APPLICATIONS GEOMETRIQUES DES NOMBRES COMPLEXES :
ETUDE DE CONFIGURATIONS, DE TRANSFORMATIONS ...

Remarques générales

* Nous donnons seulement un inventaire des questions qui peuvent étre abordées. La lecon gagnera a ét
illustrée par quelques exercices substantiels.

* Il ne faut pas se contenter du programme de Terminale ! Etudier_a I'aide des nombres complexes les inversion
et les transformations circulaires permet d’élargir le plan de facon intéressante.

Plan

1. Principes de I'utilisation des nombres complexes en géométrie

« Soit P un plan affine euclidien orienté muni d’un repére orthonormé di@dt J). L'application P - C,
M=0+xI+yJ>z=x+iy, est un isomorphisme d’espaces affines euclidiens orientés. On dit que z est
I' affixe du point M et on note M(z). L'application associ®e— C, U=xI+yJr>z=x+iy, est un
isomorphisme d'espaces vectoriels euclidiens orientés. On dit que &fest lu vecteurt et on notet(z).

« Etant donnés deux vecteuts(z,) et U,(z,), leur produit scalaire s’exprime pay.u, = Re(zz,) et leur
(20
Uz, OO
(U, x) sur R/21Z, +) qui permet de mesurer les angles !)

angle(u,, u,) a pour mesurerg (C’est justement I'existence de la fonction argument, isomorphisme de

« Soit f : M~ M’ une application de P dans P. f s'identifie a I'applicatiomz’ de C dansC, avec M(z) et
M’'(z"), appeléeexpression complexe de f.

2. Etude de configurations
a) Droites et cercles

* Droites
Toute droite a une équation complexe de la foeme az + b = 0, avecaJC" et bOJR. Réciproquement, toute

équation de cette forme représente une droite, de vecteur normal a et pass%gg par

« Condition d’alignement
Trois points distincts A, B, C sont alignés ssi le rapr-i;e:n% est réel.

* Cercles
Tout cercle a une équation complexe de la forreaz+az+b =0, avecalC et bOR. Réciproquement,

toute équation de cette forme représente un cercle, de centre - a et de|@f/eb , ou 'ensemble vide.

« Conditions de cocyclicité

Quatre points distincts A, B, C, D sont cocycliques ou alignés ssi le bira[%azag/% de leurs affixes est
réel, ssi AB.CDt AC.BD + AD.BC =0.

b) Polygones réguliers



Un polygoneA A,...A (il est pratique d’indicer aveZ/nZ, de sorte que n + 1 = 1) est dégulier lorsque

tous ses cOtéd A, sont égaux et tous ses ang(l@ﬁ!\i.l, AiAi+1) sont égaux. Pour étudier un tel polygone, on
travaille dans le plan complexe en prenant pour origine I'isobarycentre Q eesmposanta 1.

1%

* AA,...A estun polygone régulier ssi, pour toud;i,= £'71 ou & est une racine primitive n-eme de I'unité.

ellya —=—~+ ¢( ) polygones réguliers a n cotds étant 'indicatrice d’Euler) dont un seul est convexe (les autres
sont dltsetones)

3. Etude de transformations
a) Similitudes

« La translation de vectedr(b) a pour expression complexe z' = z + b. La rotation de cédfce et d’angled
a pour expression complexg = e'®z+(1-e'®)w. Réciproquement, toute expression complexe z' = az + b,
avec |a| = 1, représente une translation si a = 1, une rotatigrisi a

az+p

5
Réciproquement, toute expression complexe zz=eb, avec |a| = 1, représente une réflexicabsi b = 0, une
réflexion-translation séb + b # 0.

* La réflexion d'axe D, d’équationaz+oz+pB=0 a pour expression complexe =-

f est une similitude directe (resp. indirecte) ssi il existe des hombres compkexeetab tels que, pour tout
nombre complexe z, f(z) = az + b (res@.+ b).

b) Inversions

On travaille désormais dans le plan confoing {} et on appelle “cercle” soit un cercle @e soit la réunion
d’'une droite deC et du point a I'infini. Linversion de pble P et de puissandg ¥ 0) est I'application i définie

par i(P) =, i(0) = P et sinon i(M) = M’ ol M’ est le point de (PM) tel qiRM.PM’= k. Son expression

complexe est' = p+ 5=

5 (plus simplement’ :; si on prend le p6le pour origine).

\ Une inversion est une bijection involutive qui transforme tout cercle en un ¢ercle.

c) Transformations circulaires

Les bijections du plan conforme dans lui-méme qui transforment tout cercle en un cercle sont exactement les
az+b
cz+d

homographiez - et les antihomographies - g;—:g (ad - bz 0).
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PROPRIETES DU CORPS DES NOMBRES COMPLEXES

Remarques générales

 “La legon sur les nombres complexes ne saurait se réduire a munir I'ensemble des couples de réels d'uni
structure de corps : entre autres, le théoréme de D’Alembert-Gauss est au programme, et on doit en connaitt
une démonstration.” (rapport du jury 1989)

* “Les lecons sur les nombres complexes restent d’un niveau insuffisant. Il faut dCeegieomplet, méme si

c'est de I'analyse. Un candidat & I'agrégation doit avoir réfléchi sérieusement au probléme de la mesure des
angles, en particulier a la notion d’argument d’'un nombre complexe, et ne peut se contenter de ce qu'en dit le
programme de Terminale - a fortiori d’une ficelle qu’on enroule sur une poulie circulaire !” (rapport du jury
1990)

» Ces remarques précisent sans ambiguité le cadre de la lecon. La structure de corps étant acquise, il s'agit de
consacrer aux thémes suivants : topologi€daotion d’argument d’'un nombre complexe et applications en
trigonométrie et géométrie (notamment mesure des angles), propriété de cléture algébrique et applications el
analyse.

Plan

Introduction

On désigne pat le R-espace vectorid®?, muni de la multiplication (x, y) (X, y') = (XX’ - yy’, Xy’ + yx))C est
une R-algébre de dimension 2, et un corps commutatif, dont les éléments sont app#béss complexeR
s'identifie a I'ensemble des nombres complexes de la forme (x, 0). Une b@sesti€l, i), avec 1 = (1, 0) et
i = (0, 1). On suppose connues les notions de partie réelle, partie imaginaire, conjugué et module.

1. Topologie de C

L'application z— |z| est une norme sG: Muni de cette normé; est d'une part un plan euclidien, d'autre part

uneR-algébre normée ayant les propriétés suivantes :
* Toute suite bornée admet au moins une valeur d’adhérence.
* Les parties compactes @esont les parties fermées et bornées.

* | C est complet.

2. Argument d’'un nombre complexe

a) Nombres complexes de module 1

L’application z— |z| est un homomorphisme du groupe multiplidatifdans le groupe multiplicatiR?. Son
noyau, notédJ, est appel§roupe des nombres complexes de module 1.

L'application z +— §z| , |_§|§e3t un isomorphisme du groupe multiplic&if sur le groupe produiRE xU.

b) Exponentielle complexe

+o00
27" z"
Pour tout complexe z, la SEI’IEW est absolument convergente, donc convergente. Sa soEn?ﬁe est

n=0
notée exp(z) ou’el’application z— exp(z) est appeléexponentielle (complexast notée exp. On définit alors

les fonctiongosinus (réel) esinus (réel) par lermules d’Euler : cos x = Re{get sin x = Im(¥).




Propriétés :
« exp est un homomorphisme du grou@e ) dans le groupe(, x).
« Pour tout complexe z, I'application R - C, t €, est dérivable et f'(t) = %

e cos 0 = 1 et cos admet au moins un zérdrsuOn appellemombre piet on notatle double du plus petit
zéro strictement positif de cos.

Théoréme fondamental :
‘ L'application x— €* est un homomorphisme surjectif du grouRe+«) sur le groupel, x), de noyau Z.

A partir des resultats précedents, on peut retrouver toutes les propriétés des fonctions usuelles cos, sin et te
introduites naivement au lycée.

¢) Argument d’'un nombre complexe

L'isomorphisme deJ sur le groupe quotief/2rZ, qui résulte du théoréme fondamental, est appgjément
et noté arg.

Par abus de langage, on appeitgumentd’'un nombre complexe z non nul et on note arg(z) I’argumeéf.de
L'unique représentant de arg(z) appartenanitar-est appel@rgument principal de z et noté Arg(z).
Siz=x+iydU\{-1},ona Arg(z) =2 tan 'Y

1+x°
En résumé :

L'application z— (|z|, arg(z)) est un isomorphisme du groupe X) sur le groupeIRE, x) x (RI21Z, +). ‘

d) Applications

» Formule de Moivre, linéarisation de 8os expression de cos nx comme polynéme en cos x (polynémes de
Tchebycheff), diverses formules de trigonométrie.

« Racines n-iemes d’un nombre complexe, groupe des racines n-iemes de I'unité, racines primitives, polygones
réguliers convexes et étoilés, polyndmes cyclotomiques (théoréme de Wedderburn).

« Mesure des angles dans un plan euclidien orienté, coordonnées polaires, expression complexe des similitude
conditions de cocyclicité (théoreme de Ptolémée).

3. Théoréme de D’Alembert-Gauss

Théoréme | C est algébriquement clos.

Conséquences :
» Les polyndmes irréductibles de[X] sont les polynédmes du premier degré. D&|X], ce sont les
polyndmes du premier degré et les polyndmes du second degré a discriminant strictement négatif.
 Toute matrice A de If{C) est trigonalisable. Plus précisément, A est la somme commutative d’'une matrice

diagonalisable et d’'une matrice nilpotente.

Applications :
De facon générale, I'intérét du théoréme de D’Alembert est de permettre de trouver les solutions réelles de
problemes réels en faisant des calculs intermédiairesdiest le cas dans les situations suivantes :

 Equations algébriques du troisieme et du quatrieme degré.

» Décomposition des fractions rationnelles en éléments simples

» Systemes différentiels linéaires d’ordre 1 et équations differentielles linéaires d'ordre n.

* Systéemes de suites a récurrence linéaire d’ordre 1 et suites a récurrence linéaire d’ordre n.
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DETERMINANTS ; APPLICATIONS

Remarques générales

Ne pas se perdre dans les définitions et propriétés des déterminants, consacrer la moitié du temps au
applications. Celles-ci étant fort nombreuses, on en développera quelques unes selon ses possibilités et on !
contentera d'évoquer oralement les autres.

Plan

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n sur un ¢ogemmutatif de caractéristique nulle (en gén@ral
ou C). On note L(E) I'ensemble des endomorphismes de E gKM’'ensemble des matrices carrées a

coefficients dan&. On suppose connue la définition d’'une forme n-linéaire alternée (ou, ce qui est équivalent
en caractéristique nulle, antisymétrique).

1. Définition et propriétés des déterminants
a) Déterminant d’'une famille de n vecteurs

Etant donnée une base B de E, il existe une unique forme n-linéaire ajtetéfeie sur E telle qu¢(B) = 1.
On l'appelledéterminant dans la base B et on la notg. d&ur toute famille (y ..., u,) de n vecteurs de E, on a

detg(Uy,...,u,) = Y €(0) Xg@1 " Xo(n)n
oS,

Xll cee Xln

OU (Xji )1<j<n désigne la famille des coordonnées deans la base B. On écrit : glet;, ..., u,) =

Xn1 " Xpn
Propriétés :

» Changement de base : si C est une autre base, op & dig(C) det. |.

* deg(uy, ..., y,) = O ssila famille (y ..., y,) est liée.

« Calcul pratique lorsque n = 2 ou n $r8gle de Sarrus)

b) Déterminant d’'un endomorphisme

Etant donné un endomorphisme f de E, le scalairgf¢)) ne dépend pas de la base B choisie. On I'appelle
déterminant de f et on le note det f. Pour toute famille.(u u,) de n vecteurs de E et toute base B, on a

| detg(f(uy)..... F(u,)) = det fx defg (uy,..., u,) |

Propriétés :

 L'application det : (L(E)e) - (K, .) est un homomorphisme surjectif de mono’f#jéet f£ 0 ssi fOJ GL(E)\.
L'application det : (GL(E)e) - (K*, .) est un homomorphisme surjectif de groupes. Son noyau est un sous-
groupe distingué de GL(E) appaléoupe spécial linéaire de E et noté SL(E).

« Une base B étant fixée, det f est un polynébme en les coordonnées des vecteurs de la famille f(B). En particulier
det est continue, GL(E) est ouvert, SL(E) est fermé, etc.

¢) Déterminant d’'une matrice

Etant donnée une matrice M de (), on appelledéterminant de Met on note det M le déterminant de
I'endomorphisme X— MX de K". Si f est un endomorphisme de E de matrice M dans une base B, det f = det
M.

Les déterminants des sous-matrices carrées de M soninlesrsde M. Le mineur d’ordre n - 1 obtenu en enle-
vant la ligne i et la colonne j se notﬁ(lﬂ). Le nombre (-1}’ Dij(M) est lecofacteur d’indice (i, j)La matrice

des cofacteurs est matrice de M et sa transposéenkirice complémentaire de M , notkk.

Propriétés :

«| det'M = det M. (On peut donc travailler sur les lignes au lieu de travailler sur les colonnes.)



n .
» Développement par rapport a une ligne : posons l\/I])=, (@our tout i, on a|:detM = kZl(—l)'”‘aikDik (M) |.

« M est inversible ssi det M 0. Dans ce cas M = a M |.

2. Applications

a) Déterminant de Gram, calcul de la distance de deux sous-espaces

Soit E un espace affine, de directin Le déterminant de Gram'une famille (4,...,T,) de vecteurs dé& est

le déterminant de la matrix{eﬁi |Dj)] ; on le note Grarfu,,...,u,).

1<i,j<r

* | La famille (U,,...,0,) est libre ssi Graru,,...,U,) # O‘.

* Soient F et G deux sous-espaces affines de E, A un point de F, B un point &,5.60.) une base de

_Gram(ﬁ, Ur, ... U
Gram(ty, ... 0) |

Cas particulier :distance d'un point M a un sous-espace affine F.

F+G. La distance de F & G est donnée paf(F, G)

b) Condition de cocyclicité de quatre points (théoréme de Ptolémée)

Soient M, M,, M3, M, quatre points distincts du plan. On notg {3 les coordonnées de;Mt d = M;M;. Les
points M, M,, M5, M, sont cocycliques ou alignés ssi I'une des conditions équivalentes suivantes est vérifiée :

X2 H+Y: Xy Y 0 df, di; di,
il ko dal o ]
0] X2 +y2 Xg Vs =0; (i) 22, 0 & =0; (i) dypdy, £ dydy, +dy,dys =0.
XG+Yh X4 Ya di, d3, d3, 0

c¢) Points d'inflexion d’une courbe

Soitl la courbe d’équation f(x, y) = 0, ou f est définie et de cladsriCun ouvert d&?. Si un point régulier M

o f, f,

del est un point d'inflexion, alors ses coordonnées annulent le déternfinant, f,, |.

fy fyy fy2

Application :une conique non dégénérée n'a pas de point d’inflexion.
d) Autres parties du programme ou interviennent des déterminants (voir legons correspondantes)

» Résolution des systemes linéaires : déterminant principal, bordants, formules de Cramer.

» Réduction des endomorphismes : polyndme caractéristique.

« Formes quadratiques : discriminant (= déterminant de Gram d’une base), condition de positivité a I'aide des
mineurs principaux, classification des coniques et quadriques.

« Problemes d’incidence en géométrie affine, en coordonnées cartésiennes ou barycentriques.

« Orientation, produits mixte et vectoriel, calcul de distances, aires et volumes, propriétés métriques des courbes
« Problemes d’élimination : résultant (= déterminant de Sylvester), discriminant.

« Calcul différentiel : jacobien ; équations différentielles linéaires : wronskien.
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L’ELLIPSE DANS LE PLAN AFFINE EUCLIDIEN

Remarques générales

« Cette lecon de synthése est difficile car il faut organiser soi-méme de maniére cohérente les multiples résultat:
éparpillés dans la littérature.

» On a choisi ici de mettre en valeur les propriétés “affines” de I'ellipse, a partir de sa figure réduite qu'est le

cercle. On peut aussi se consacrer aux propriétés différentielles et cinématiques de la courbe (courbure
développée, longueur d'un arc d’ellipse : fonctions elliptiques, mouvement des platgdtes,

Plan

1. Notion d’ellipse

a) Théoréme et définitions

Soit E une partie du plan. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) Il existe deux points distincts F et F’ et un réel%’—i tels que E soit le lieu des points M vérifignt

MF + MF’ = 2a.(Définition bifocale)
(ii) Il existe un cercle C et un point F intérieur a C et distinct de son centre tels que E soit la médiatrice de
C et de F(Définition par foyer et cercle directeur)
(i) 1 existe une droite D, un point Bl D et un réel €] ]0, 1 tels que E soit le lieu des points M
vérifiant MF = e d(M, D)(Définition par foyer et directrice)

(iv) Il existe un repére orthonorm(®, i, j) et des réels a > b > 0 tels que E ait pour équation cartéienne

X2 y? _ P e
pes ++— =1. (Definition par équation réduite)

(o3

Dans ce cas, on dit que E est wiigpse A partir d’'une étude précise des liens entre les quatre définitions, on
définit lesfoyers lescercles directeurdesdirectrices I’ excentricite le grand axeouaxe foca), le petit axe le
centre, lesommets, lgercle principal, leercle secondaire.

3.2

a2 _ 2
% , et la directrice associée au foyer (c, 0) a pour équaxien? .

Sion osec—FF ona e—E—
pose ¢ =5~ “a

Un cercle peut étre considéré comme une ellipse si on étend la définition (i) (prendre F = F’), la définition (ii)
(prendre F au centre de C) ou la définition (iv) (prendre a = b). Par contre, ce n’est pas possible pour la
définition (iii).

b) Symeétries et construction de la courbe

* Le groupe des isométries de E est {ig, §, S,}, 0U &, est la symétrie centrale de centre Dlasréflexion

d’axe (O,i) ets, la réflexion d’axe(O,j).

« Deux ellipses sont semblables ssi elles ont la méme excentricité.

* L’intérieur de E est convexe.

« Les définitions (i), (ii) et (iii) permettent des constructions par points a la regle et au compas. La définition (i)
permet aussi un tracé continu (“construction du jardinier”). On peut enfin, grace a la définition (iv), se ramener a
I'étude et a la représentation graphique d’une fonction numérique d’une variable réelle.

¢) Equation cartésienne dans un repére orthonormé quelconque

Soit (Q,1,J) un repére orthonormé quelconque. E est une ellipse ssi E a une équation cartésienne dg la forme
ab

b c g<0.
def

ax2+2bxy+c3?+2dx+2ey+f:0,ave)x‘[f)l g>0 et ax




d) Equation polaire lorsque le foyer est a I'origine
Soit (Q,1,J) un repére orthonormé direct. E est une ellipse de fayssi E a une équation polaire de la forme

p(l+ecosp-¢))=p avecd O R, el ]0, 1[ et p > 0. Dans ce cas, E a pour excentricité e et pour directrice la
droite d’équation polairp cos@ — ¢) = p/e.

2. La figure réduite de |'ellipse : le cercle

a) Effet d’une transformation affine sur une ellipse

* L'image d’'une ellipse par une transformation affine est une ellipse.
« Une ellipse est I'image de son cercle principal par I'affinité orthogonale d’axe I'axe focal et de rapport p/a.
» Etant donnés une ellipse E et un cercle C, Il existe une transformation affine f telle que f(C) = E

b) Applications

« Aire de I'ellipse :L’aire de I'ellipse estiab.
» Tangentes a l'ellipse Une ellipse admet une tangente en chacun de ses pojfits, M), d’équation

XX | YoY _
Ay
tangentes menées a I'ellipse d’un point quelconque du plan. _ _ _ _
» Théoréme de PascallLes c6tés opposés d'un hexagone inscrit dans une ellipse se coupent en trois points
alignés.
« Ellipse de Steiner Il existe une unique ellipse tangente aux trois cétés d'un triangle en leurs milieux.

=1. Construction de cette tangente. Construction par tangentes de I'ellipse. Construction des

3. Propriétés angulaires de I'ellipse

« Propriété angulaire des tangenteta tangente en un point M d'une ellipse de foyers F et F’ est la bissectrice
extérieure de I’angI(MF, MF‘).

» Théoreme de I'angle pivotaniSi M désigne le point d’intersection des tangentes a une €ellipse de foyer F en

deux points distincts A et B, la droite (FM) est |la bissectrice intérieure de I’ angle(ﬁ I?B) Si une troisieme
tangente a |’ ellipse coupe les tangentes en A et B respectivement en Set T, I'angle de droites (FS, FT) ne dépend

quedeA et deB et vaut 1/2 (FA FB)

4. ’ellipse dans 'espace

« L’ellipse en tant que section cylindriqué& a section d’un cylindre de révolution par un plan faisant avec I’ axe
du cylindre un angle ¢ [0 10, 72] est une ellipse d’ excentricité cos ¢.

« L'ellipse en tant que section coniqué&a section d'un cone de révolution de sommet S et de demi-angle au
sommet 6 [0 ]0, T72[ par un plan ne passant pas par S et faisant avec |’ axe du cdne un angle ¢ [0 16, 1/2] est une

cosh

dlipse d excentricité oD

Remarque Toute ellipse est donc une perspective (cylindrique ou conique) de cercle. On pourra s interroger en
particulier sur la représentation en perspective cavaliére (ie cylindrique) d' une sphére.
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ENDOMORPHISMES DIAGONALISABLES

Remarques générales

« “Pour certaines lecons, il peut étre intéressant de détailler la solution d’'un exercice, mais ceux de pure routine
sont a proscrire (diagonalisation d’'une matrice33 ...).” (Rapport du jury 1989)

* “Le calcul des puissances d’'une matrice se fait souvent plus efficacement a I'aide d'un polyndme annulateur
gu’'a l'aide d’'une diagonalisation.” (Rapport du jury 1990)

Plan

Introduction

SoientK I'un des corpk ouC, E unK-espace vectoriel de dimension finie n et u un endomorphisme de E. On
note, le polynéme caractéristique depy, son polyndme minimal, m{ I'ordre de multiplicité d’'une valeur

propreA de u et EX) le sous-espace propre associ® @n suppose connues les généralités concernant ces
notions.

1. Endomorphismes diagonalisables

a) Définition et caractérisations

» On dit que u edliagonalisable s'il existe une base de E formée de vecteurs propres de u.

Exemples Une homothétie et une dilatation sont diagonalisables, une transvection ne I'est pas.

« Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) u est diagonalisable.

(il) E est somme directe des sous-espaces propres de u.

(i) x, est scindé et pour toute racineley,, dim EQ) = mQ).

(iv) u annule un polynéme scindé dont toutes les racines sont simples.
(v) y, est scindé et n'a que des racines simples.

La seule implication délicate a démontrer est {v{i), qui repose sur le lemme des noyaux.

Exercice :Si u et v sont diagonalisables et commutent, alors il existe une base dans laquelle u et v
diagonalisent simultanément.

b) Point de vue matriciel

* Une matrice M de MK) s’identifie a 'endomorphisme uK" - K", X » MX. On dit que M est
diagonalisable si u est diagonalisable.

« Inversement, si il L(E) a pour matrice M dans une base de E, on a les nouvelles caractérisations suivantes de
la diagonalisabilité de u :

(vi) Il existe une base de E dans lagquelle la matrice de u est diagpnale.
(vii) M est semblable a une matrice diagonale.
(viil) M est diagonalisable.

Exercice :L'ensemble des matrices diagonalisables est dense d§83.Md'est faux dans MR).



¢) Cas des endomorphismes symétriques ou hermitiens

* On suppose quk = R, que E est un espace euclidien et u un endomorphisme symétrique. Alors u est
diagonalisable et il existe une base orthonormale de E formée de vecteurs propres de u.

* On suppose quk =C, que E est un espace hermitien et u un endomorphisme hermitien. Alors toutes les
valeurs propres de u sont réelles, u est diagonalisable et il existe une base orthonormale de E formée de vectel
propres de u.
Exercice :Soit S une matrice symétrique positive. Démontrer gu’il existe une unique matrice symétrique
positive R telle que R='S.
2. Applications de la diagonalisation (a développer sur des exemples)
« Calcul des puissances et de I'exponentielle d’'une matrice
 Etude de systémes de suites a récurrence linéaire d’ordre 1 et de suites a récurrence linéaire d’ordre n

» Résolution de systéemes différentiels linéaires d’ordre 1 et d’équations différentielles linéaires d’ordre n

« Décomposition de formes quadratiques en somme de carrés et étude de coniques ou de quadriques
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ENDOMORPHISMES D’'UN ESPACE VECTORIEL
DE DIMENSION FINIE

Remarques générales

« “S’il n'est pas exigé de connaitre la démonstration de chacun des résultats cités dans le plan, on doit pouvoir e
dire quelque chose ; citons quelques exemples de dialogues : —’Les éléments inversibles de L(E) forment ur
groupe noté GL(E)."—"Que savez-vous de GL(E) ?"—"C’est un groupe ..."."” (Rapport du jury 1992)

« |l s'agit d'une legon sur les endomorphismeas sur les matricedl faut donc énoncer tous les résultats du
plan en termes d’endomorphismes, étant bien entendu qu’il faut savoir les traduire matriciellement et que d’autre
part il est loisible d’adopter le point de vue matriciel pour les démonstrations.

Plan

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n sur un ¢org@mmutatif de caractéristique nullR ¢uC pour

les propriétés topologiques). On note L(E) I'ensemble des endomorphismes de E. On suppose connues le
généralités sur les espaces vectoriels de dimension finie et sur les applications linéaires en dimension finie
notamment la représentation matricielle.

1. Premiéres propriétés et exemples
a) Rang

Le rang d’'un endomorphisme f de E, naé, est la dimension de son image.

On rappelle la formule du rang : dim E = dim(Ker ) + fg f

Deux endomorphismes f et g ont méme rang ssi il existe des automorphistfetels que f = o go 3. On dit
que f et g sonéquivalents.

S'il existe un automorphisme tel quef =a o goa™, on dit que f et g sorgemblablesll revient au méme de
dire qu'il existe des bases B et B’ dans lesquelles f et g ont respectivement méme matrice.

b) Déterminant

Soit f un endomorphisme de E. Il existe un unique &l que pour toute base B de E et toute famille

(X, -, %,) de vecteurs de E, on aiety (f(x,), -, f(x,,)) =Adetg(X,,+,X,). A est appelé@éterminante f et
notédet f.
f est un automorphisme ssi det 0.

c) Exemples

* Homothéties, projections

|Les endomorphismes qui commutent avec tout endomorphisme sont exactement les homothéties. |

« Dilatations, transvections

Soient H un hyperplan, D une droite supplémentaire de i @tk *. L’application E=HOD - E,
X=y+zr y+az, est appelédilatation d’hyperplan H, de direction D et de rappmort

Soient H un hyperplan, f une forme linéaire de noyau H et h un vecteur non nul de H. L'application
E - E,x— x+f(X)h, est appelégansvection d’hyperplan H et de directigh.

Les automorphismes qui fixent chaque vecteur d’'un hyperplan H sont exactement les dilatatiops et les
transvections d’hyperplan H.




2.L’algébre des endomorphismes

a) Propriétés algébriques

(L(E), +, . ) est urK -espace vectoriel de dimension finie (dinf.E)
(L(E), +, o) est un anneau, en général ni commutatif, ni inteégre.

(L(E), +, . ,0) est uneK-algébre, appeléalgébre des endomorphismes de E.

b) Propriétés topologiques

E étant muni de sa topologie canonique d’espace vectoriel normé (en dimension finie, toutes les normes son
équivalentes), tous les endomorphismes de E sont continus. La relffeSud]| f(x)/ x OE et| X =1

définit une norme sur L(E), qui devient de ce fait une algébre noithég| < || |gl|) compléete.
Le déterminant est une application continue de L(E) #ans

Application :définition de lexponentielle d’'un endomorphisme.

3. Le groupe linéaire

a) Caractérisation des automorphismes

Pour un endomorphisme f de E, les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) f est bijectif (ii) f est injectif (iii) f est surjectif
(iv) f est inversible a droite (v) f est inversible a gauche (vi)rg f=dim E

L'ensemble des automorphismes de E est un groupe, appelée linéairale E et noté GL(E). C’est le groupe
des éléments inversibles de I'anneau L(E).

b) Propriétés algébriques

GL(E) opere fidelement et transitivement sur 'ensemble des bases de E.

Le sous-groupe des automorphismes de déterminant 1 est grpgié spécial linéaire et noté SL(E).

Si dim E= 2, GL(E) n’est pas commutatif, son centre est le groupe H(E) des homothéties de rapport non nul.
Dans le groupe GL(E), la relation de conjugaison n’est autre que la relation de similitude.

| SL(E) est engendré par les transvections. GL(E) est engendré par les dilatations. |

Application :calcul du rang d’une matrice, calcul de l'inverse d’une matrice, résolution d’un systéme linéaire
par opérations élémentaires sur les lignes et/ou les colonnes.

c) Propriétés topologiques

* GL(E) est un ouvert dense de L(E). L'applicatiGh (E) — GL(E), f 1, est continue. SL(E) est un fermé
de L(E).

* SiK =C, GL(E) et SL(E) sont connexes par arcsKSi R, SL(E) est connexe par arcs mais GL(E) n’est pas
connexe ; il a deux composantes connexes qui sont connexes paiGirogdE) ={f OGL(E)/detf> 0} et

GL™(E)={f OGL(E)/ detf<0}.
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ENDOMORPHISMES HERMITIENS EN DIMENSION FINIE

Remarques générales

* Programme : Endomorphismes hermitiens, matrices hermitiennes. Diagonalisation d’'un endomorphisme
hermitien dans une base orthonormale. Diagonalisation d’'une matrice hermitienne au moyen d’'une matrice
unitaire.

 Cette lecon isolée n'a que peu de rapport avec le reste du programme, aussi il est difficile de présenter de
applications intéressantes.

Plan

Introduction
Soit E un espace hermitien de dimension n. Le produit scalaire hermitien et la norme hermitienne sont notés
respectivement (x|y) et ||x||.

On suppose connue la notion d’adjoint d’'un endomorphisme u de E ; en dimension finie, cet adjoint existe et est
unique : on le note’et on a U = foUof, oul f est la bijection semi-linéairers (. |x) de E sur

On suppose également connus les résultats simples sur les automorphismes unitaires et le groupe unitaire.

1. Endomorphismes hermitiens
a) Définitions

On dit qu’'un endomorphisme u de E ketmitien si U= u.
On dit qu'une matrice A de MC) esthermitienne sfA = A.

Liens entre ces deux définitions :
« Si u est un endomorphisme hermitien, alors dans toute base orthonormale de E la matrice de u est hermitienne
« Si A est une matrice hermitienne, alors I'endomorphismg"@@anoniqguement associé a A est hermitien.

On note H I'ensemble des endomorphismes hermitiens ; c’é&taspace vectoriel de dimensich n
Tout endomorphisme u s’écrit de maniere unique sous la formg u #Hy, avec h et h, dans H.

b) Propriétés

* Théoréme fondamental :

u est hermitien ssi toutes les valeurs propres de u sont réelles et s'il existe une base orthonormale de E formée «
vecteurs propres de u.

« Caractérisations des valeurs propres de $i (g) est une base orthonormale de vecteurs propres associés aux
valeurs propres\; =A, =---2 A, de u, alors pour tout i :

A =(u(e)le)=su u"(;(u)zlx),x¢0etxD<e1,e2,...,ei_1>D@:inf u"()z(u)zlx),x¢0etxD<e1,e2,...,ei>E

« Traduction matricielle ‘A est une matrice hermitienne ssi il existe une matrice unitair®J& (U™1) et une
matrice diagonale réelle D telles que A = UBU

Exercice :Soient u et v deux endomorphismes hermitiens qui commutent. Montrer qu’on peut les
diagonaliser dans une méme base orthonormale.



2. Endomorphismes hermitiens positifs
a) Endomorphismes hermitiens positifs et définis positifs
On dit qu'un endomorphisme hermitien gstsitif (resp.défini_positif) si toutes ses valeurs propres sont

positives (resp. strictement positives). On nofe(ksp. H*) I'ensemble des endomorphismes hermitiens
positifs (resp. définis positifs).

| L’exponentielle induit un homéomorphisme de H siif. H

Exercice 1 :Si udH", il existe un unique WH" tel que ¥ = u.
Exercice 2 :Soient A et B deux matrices hermitiennes positives. Montrer guig(BB) < tr(A) tr(B).

b) Décomposition polaire d’'un endomorphisme

Soit u un endomorphisme de E. Alors :
(i) il existe un endomorphisme hermitien positif v et un endomorphisme unitaire w tels que u=vow;
(ii) si de plus u est inversible, le couple (v, w) est unique et les applicationg et u— w sont continues.

¢) Décomposition de Choleski d’'une matrice hermitienne positive

\ Soit M une matrice hermitienne positive. Il existe une matrice triangulaire supérieure T telle qu*é'N =T

Application 1 :Résolution du systéme linéaire MX =Y.
/2

|:| n n
Application 2 :Inégalité de Hadamard. Si A 5JdaIM,(C), on aldet(A)| < Dl—j EZ |aij |2% .
Dj: 1=1

3. Application aux formes quadratiques hermitiennes

a) Lien entre endomorphismes hermitiens et formes quadratiques hermitiennes

Notons Q leR-espace vectoriel des formes quadratiques hermitiennes. L'applieatiofx — (x| u(x))] est un
isomorphisme de H sur Q. L'endomorphisme hermitien u est positif (resp. défini positif) ssi la forme
guadratique hermitienne associée est positive (resp. définie positive).

b) Orthogonalisation d’'une forme quadratique hermitienne dans un espace hermitien

Soient E un espace hermitien et g une forme quadratique hermitienne sur E. Il existe une base orthongrmale de
orthogonale pour g.

Application : Signature et décomposition en carrés d’'une forme quadratique hermitienne (méme si E
n'est pas hermitien au départ et g donnée dans une base arbitraire).

¢) Orthogonalisation simultanée de deux formes quadratiques hermitiennes

Soient E urC-espace vectoriel de dimension finie, q et q' deux formes quadratiques hermitiennes sur £, avec q
définie positive. Il existe une base de E orthonormale pour g et orthogonale pour q'.
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DIMENSION D’'UN ESPACE VECTORIEL
RANG D’'UNE APPLICATION LINEAIRE

Remarques générales

* On se limitera au cas de la dimension finie, sur un dérie caractéristique nulle. Les généralités sur les
espaces vectoriels et les applications linéaires sont supposées connues.

« “... ainsi entend-on trop souvent parler de “la” base d’'un espace vectoriel, de “la” base de vecteurs propres d'ur
endomorphisme, “du” supplémentaire d’'un sous-espace, etc.” (Rapport du jury 1991)

 Penser a présenter des exemples tirés d’autres parties du programme, notamment en analyse.

Plan

1. Espaces vectoriels de dimension finie

a) Notion de dimension

« Un espace vectoriel edé type fini s'il posséde au moins une famille génératrice finie.
» Théoreme de la base incompléte

Soient E un e.v. de type fini, G une famille génératrice de E et L une famille libre de E. Il existe une bage B de E
tellequeL OBO(LOG).

ConséquenceTout e.v. de type fini admet au moins une base.

» Théoréme de la dimension finie
| Soit E un e.v. de type fini. Toutes les bases de E sont finies et ont le méme nombre d’éléments. |

« Ladimensiond’un e.v. E de type fini est le cardinal de I'une quelconque de ses bases. On note ce cardinal
dim E et on dit que E ede dimension finie.

b) Conséquences

« Tout e.v. de dimension n est isomorph€™a

« Soit E un e.v. de dimension n et soit F une famille d’éléments de E. Les propriétés suivantes sont équivalentes
(i) F est une base
(ii) F est une famille libre de n éléments
(iif) F est une famille génératrice de n éléments

 Tout sous-espace d’un e.v. de dimension finie admet au moins un supplémentaire.

c) Exemples

Exemple 1 :L’'ensemble des suites (udéfinies par la donnée dg,w,, u, dansC et la relation de récurrence
u,,s =3U,,, —2u, estunC-e.v. de dimension 3. En donner une base.

Exemple 2 :L’ensemble des solutions sur |@sfde I'équation différentielle x(x + 1)y” + (x + 2)y' -y =0 est
un R-e.v. de dimension 2. En donner une base.

Exemple 3 : Q[¥2] est unQ-e.v. de dimension 4. En donner une base.
d) Calcul sur les dimensions

Les e.v. que I'on peut construire a partir d’e.v. de dimension finie sont eux-mémes de dimension finie et on a les
formules suivantes :



« Sous-espace - Somme | dim (F + G) = dim F + dim G - dim (FG) |

« Produit : | dim (B<F) =dim E +dimF  « Extension de corps : dim, (E)=dim, (E)xdim, (L) |

* Quotient :\ dim E/F =dim E - dim \F » Espace d’'applications Iinéaire$ : dim L(E, F) = dim &@m F‘

2.Rang d’'une application linéaire
E et F désignent des e.v. de dimension finie et f une application linéaire de E dans F.

e Lerangd’une application linéaire est la dimension de son image. Onrgdtd_e rangd’une famille de
vecteurs d’un e.v. est la dimension du sous-espace engendré par cette famille.

* Formule du rang \ dim E = dim (Ker f) + dim (Im ff)

Conséquence Si dim E = dim F = n, les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) f est bijective (ii) f est injective
(iii) f est surjective (ivyrgf=n

Application : TouteK -algébre intégre de dimension finie est un corps. Par exe@iple Vv 3].

3. Dualité en dimension finie

a) Bases duales

+ Si E est un e.v. de dimension finie, son duak&t de méme dimension finie. A toute baged@E, on associe
une base(biD) de E', appelédase duale de jJeet définie par les relationlsiE'(bj) =9 .
« L'application x i (f — f(x)) est un isomorphisme (canonique) de E sur son bidlial E

b) Orthogonalité

Si E est un e.v. de dimension finie :
(i) Pour tout sous espace X de®&")" = X.
(i) Pour tout sous-espace Y d&,EY")” =Y.
(i) dimX+dimX"” =dimE”=dimE=dimY +dimY".

¢) Transposée d'une application linéaire

Si E et F sont des e.v. de dimension finie :
(i) La transpositionf 'f est une application linéaire bijective de L(E, F) sur'l ().

(ii) Pour toute application linéaire f de E dansr§f = rg 'f .

Application : Polyndmes d’interpolation de Lagrange.
E désigne I'espace vectorigl ,[X]. Etant donnés des éléments distingtsag, ..., g, deK, on considere les

formes linéairesh;:P— P(g). Montrer que ¢;) est une base de" EExpliciter la base {(pde E duale dej() et
la décomposition d’un polynéme P quelconque suivaht (e
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FORMES QUADRATIQUES SUR UN ESPACE VECTORIEL
EUCLIDIEN. APPLICATIONS GEOMETRIQUES

Remarques générales

« “L’interprétation du sujet ne doit pas conduire au contresens : tel candidat ayant a traiter “formes quadratiques
sur un espace vectoriel euclidien” a consacré plus des trois quarts de son temps aux espaces vectorie
euclidiens ...).” (Rapport du jury 1990)

« Les généralités sur les formes quadratiques sont supposées connues.

Plan

1. Formes quadratiques sur un espace vectoriel euclidien

On suppose connues les généralités sur les formes bilinéaires symétriques et les formes quadratiques.

Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension n. Pour le produit scalaire et la norme de E, on utilise les
notations (x|y) et [|X]].

a) Théoréme fondamental

\ Si q est une forme quadratique sur E, il existe une base orthonormée de E qui est orthogon#le pour g.

Premier point de vueSi (g) est une telle base, indexee de sorte qug B@&(e,) = ... = q(g,), alors pour

tout i, on aq(e) = sup ||>§||X2) ,X#0et xD(el,ez,...,ei_l>DE

Deuxieme point de vue Si (g) est une telle base, Yeest une base de vecteurs propres pour
I'endomorphisme do d’ de E, aved : E - E", x> (.|x) etd:E - E", x> ¢(.|x), ¢ étant la forme
polaire de g. De plus, pour tout i, la valeur propre associgesh g(e.

b) Conséquences

 Si u est un endomorphisme symétrique de E, u est diagonalisable dans une base orthonormée. Sa plus gran
valeur propre est égalesﬁng)w.
x#0  [IXI|

t
« Toute matrice symétrique A est diagonalisable. Sa plus grande valeur propre es%@égé(xf.
F4

« Si q est une forme quadratique sur un espace vectogeeEonquede dimension finie, et si b est une base
arbitraire de E, alors la signature de g est (r, s), ou r (resp. s) est le nombre de valeurs propres strictemen
positives (resp. strictement négatives) de la matrice symétrique A qui représente q dans b. De plus, er
diagonalisant A, on obtient une décomposition en carrés de q.

« Si g et g’ sont deux formes quadratiques sur un espace vectoueléonquede dimension finie, et si q est
définie positive, alors il existe une base de E orthonormale pour g et orthogonale pour q'. Dans la pratique, si g
et g’ sont représentées fé';\r des matrices A et B dans unarbésaire b de E, la base cherchée s’obtient en
diagonalisant la matrice 78.

: 2x% -3y? +2yz
Exercice 1 Trouver les extremums absolus €g > y > y
X< +3y- +3z° -2y
Exercice 2 :Démontrer algébriquement que deux normes euclidiennes sur un espace vectoriel de
dimension finie sont équivalentes.

. lorsque (x, y, zZJJR3{(0, 0, 0)}.

Exercice 3 :Soit u un endomorphisme d’un espace euclidien E. Calculer ||u|| en fonction des valeurs
propres de su.



2. Applications géométriques

a) Classification des coniques et des quadriques

Soit X un espace affine euclidien de direction E. On appekeirique euclidiennmute partie de X ayant dans

un repére orthonormé une équation de la for & X;X; + z bx;+c=0, avec A = (;71) symétrique et non
1] 1

nulle (c’'est alors vrai dans tout repere orthonormé).

Si A est de rang r et i, ..., A, sont les valeurs propres non nulles de A, il existe une base orthonormeée dans
lagquelle la quadrique a une équation de I'une des formes suivantes :

Ax2+8=0 avec®dOR| ou A2 +PBx, =0 aved3 OR"|.

I<i<r 1<i<r

Dans les cas usuels du plammifique3 et de I'espace de dimensionduédriquel on obtient la classification
suivante en fonction de la signature de la forme quadratique, en ne mentionnant que les cas “intéressants” :

(3,0) ou (0, 3) ellipsoide
(2,0) ou (0, 2) ellipse (2,1)ou (1, 2) | hyperboloide éﬁune ou deux nappes
cbne
(1, 1) hyperbole (2,0)ou (0, 2) paraboloide elliptique
cylindre elliptique
(1,0)ou (0, 1) parabole 1,1 paraboloide hyperbolique
cylindre hyperbolique
(1,0)ou (0, 1) cylindre paraboliqgue

b) Etude locale d’'une surface

Soit S une surface d’équation z = f(x, y), ou f est une application de cldsse Gn ouvert U d®?. Au
voisinage d’un point a de U, on aftamule de Taylor d’ordre 2 :

f(a+ h) =f(a) + f'(a).h %f"(a).(h, h) + o(||hf) .

Le terme d’ordre 2 est une forme quadratique qui s’é})ﬁthf +2shh, +t hg) ou l'on a posé

_ 0% _ o4 _ o
r-av(ai’az) , S—W(ayaz) , t_ﬁ(al'az) -

Le paraboloide d’équation z = f(a) + f'(a).(X, y%#’(a).((x, y), (X, y)) est appelparaboloide osculatearS en

a. Au voisinage de a, S “ressemble” & son paraboloide osculateur et le signe dpermet de préciser la
position de S par rapport & son plan tangent. Si¥t-G(resp. rt -%5= 0, resp. rt -%s< 0), on dit que a est un
point elliptique (resp paraboligueresp.hyperboliqug. En un point elliptique, on a une disposition “en ballon”

et en un point hyperbolique une disposition “en col” ; le cas d'un point parabolique est difficile et hors
programme (voir ARNAUDIES et FRAYSSE).
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GROUPE DES PERMUTATIONS D’'UN ENSEMBLE FINI ;
APPLICATIONS

Remarques générales
e Programme :
- Permutations d’'un ensemble fini, groupe symétrique
- Cycles, transpositions
- Décomposition d’'une permutation en produit de cycles disjoints, en produit de transpositions
- Signature d’'une permutation, groupe alterné
e L'exposé sur le groupe symétrique est standard et se trouve dans tous les traités d'algébre. Le plus simple e

de suivre le plan du programme. La difficulté est plutdt de réunir des illustrations et des applications issues de
divers domaines.

Plan
1. Permutations d’'un ensemble fini, groupe symétrique

e L'ensemble des permutations d’'un ensemble fini E & n éléments est un groupe pppelégroupe

symétrigue de E et noté S(E).
Lorsque E = {1, 2, ..., n}, on parle dwoupe symétrique d'ordre et on note § Un élémen de , se note

01 2 n C
b o@) ... om)f

| Sy est d’'ordre n!; pour n= 3, S, n'est pas commutatif.

Théoréme de Cayley : Tout groupe fini d’ordre n est isomorphe a un sous-group#-} de S

2. Cycles, transpositions

« Une permutatioro est uncycle de longueur ¢avec r > 1) s'il existe;j iy, ..., i 0 {1, 2, ... , n} tels que
s(iy) = ip, S(p) =g, ... , S(i.y) =i, S(i) =iy, eto(i) =isiiOfiq, ..., i}. On noteo = (iy is ... iy).
Par convention, Id est un cycle de longueur 1 et on peut écrire Id = (1) = (2) = ... = (n).

« Un cycle de longueur r est d’ordre r. Deux cycles disjoints commutent. L’ordre d’un produit de cycles disjoints
est le PPCM des ordres des cycles.

Toute permutation se décompose de facon unique (a I'ordre pres et a la présence pres de cycles de jongueur
en produit de cycles disjoints.

« Une transposition est un cycle de longueur 2.
Tout cycle est produit de transpositions; i{i... i;) = (i1 i) ... (iyig) (iq ip).

Sh est engendré par les transpositibl(iylais la décomposition en produit de transpositions n’est pas unique !)

Exercices : 1) Sest engendré : a) par (12) et (12...n) ; b) par (12), (13), ..., (1n) ; ) par (12), (23), ..., ((n-1)n).
2) Classes de conjugaison daps S



3. Signature d'une permutation, groupe alterné

» Pourc O S, on appellenombre d'inversions de le nombre I§) des couples (i, j) tels que i < j@{) > o(j),
etsignature de le nombreg(o) = (-1)(©).
Exemple : pour un cyle de longueur rg(o) = (-1).

« Autres méthodes de calcul de la signature :

ct0)= [ 200

i<j J_I

€(0) = (-1)"P| ou p est le nombre de cycles disjoints dans la décomposition de
(o) = (-1} ou k est le nombre de transpositions dans une décomposition de

* La signaturee est un homomorphisme du groupe,(& dans le groupe ({-1, 1)), surjectif si n> 2. Son
noyau est un sous-groupe distingué geaPpelégroupe alterné d'ordre n et notg.A

|
Sin=2, Ay est d’ordre% ; Ap est engendré par : a) les produits de deux transpositions ; b) les 3-cycles.

L]

Sinz5, Ay estsimple.

Comme A, n’est pas commutatif pourzn5, il en résulte quesh'est pas résoluble pour=ns. Par contre, pour

S; et S, on a les chaines d’inclusions suivantes, ou chaque sous-groupe est distingué dans le suivant et ou le
quotients successifs sont abéliens :

{Id} OA;0S;

{Id} O{l1d, (12) (34)} 0 {ld, (12) (34), (13) (24), (14) 23 A, 0 S,

4. Exemples d’interventions des groupes symétriques (a développer)

« Définition de certaines notions : applications multilinéaires symétriques et antisymétriques, déterminants,
polyndmes et fonctions symétriques.

 Réalisations en géomeétrie : le groupe des isométries d’un triangle équilatéral est isomgrpleegaoBpe des
isométries d'un tétraédre régulier est isomorphg a S

< Equations du troisiéme et du quatriéme degrés : en lien avec la structyretdke §, les méthodes classiques
reviennent a trouver une fonction des n racines prenant moins de n valeurs par permutation des racines, ce Qi
permet de se ramener a une équation de degré inférieur (la résolvante).

On peut utiliser (x + jx, +j2x3)® pour le troisieme degré et» + X3Xs, OU (X + X)(X3 + X4), ou

(X1 + Xy - X3 - X4)2, pour le quatrieme degré.
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ISOMETRIES DE L’ESPACE AFFINE EUCLIDIEN
DE DIMENSION 3 : FORMES REDUITES

Remarques générales

« Pour cette lecon assez délicate, nous ne donnons que I'essentiel. On trouvera des compléments et des exercic
dans la bibliographie.

« Pour chaque type d’isométrie, prévoir un exemple montrant comment déterminer pratiguement ses élément:
remarquables et ... faire une figure !

Plan

E est un espace affine euclidien de dimension 3, de direEtion

1. Etude résumée des isométries vectorielles

« Une applicationp de E dans E est appelédsométrie (vectorielle)si elle vérifie une des propriétés
équivalentes suivantes : () conserve le produit scalaire ; (§) est linéaire et conserve la norngeest alors
bijective et a pour déterminant 1 ou -1. Exempleéftexion (symétrie orthogonale par rapport a un plan
vectoriel),demi-tour (symétrie orthogonale par rapport a une droite vectorielle).

« L'ensemble des isométries, notéE)( est un sous-groupe de GE) appelégroupe orthogonade E. On note
O*(E) (resp. O(E)) le sous-groupe (resp. le sous-ensemble) des isométries de déterminant 1 (resp. -1).

« Si ¢ est une isométrie, il existe une drofdeet un planP orthogonaux, stables pér tels que la restriction de
¢ a D soit Id ou -Id et la restriction dfz & P soit une rotation vectorielleD et P sont uniques lorsqui est
distinct de Id et -Id. Sé|z = Id, on dit quep est ungotation (vectoriellep’axe D et d'anglel'angle de¢|s. Si

¢z =-Id, ¢ est le produit commutatif de la rotation d’'akeet d'angle I'angle dep|s et de la réflexion par

rapport aP; on dit alors que c'est unéflexion-rotation L’espace étant orienté, si on désire mesurer I'angle de
s, on oriente conjointemeri? et P par le choix d’'un vecteur unitaire d2.

« O(E) (resp. O(E)) est engendré par les réflexions (resp. les demi-tours).

2. Généralités sur les isométries affines

a) Définition et premieres propriétés

» Une application f de E dans E est app&éeétrie (affine)ksi elle conserve la distance. Exemples : translation,
réflexion (symeétrie orthogonale par rapport a un plan affidehni-tour(symétrie orthogonale par rapport & une
droite affine).

« f est une isométrie ssi f est affinefeEO(E). En particulier, une isométrie est bijective.fSﬂO*(E), on dit
que f est udéplacement, sinon wntidéplacement.

» L’ensemble des isométries est un groupe, noté Is(E). On i ks sous-groupe des déplacements @E)s
le sous-ensemble des antidéplacements.



b) Décomposition canonique d’'une isométrie

Une isométrie f s’écrit de maniére unique f &g, ou g est une isométrie ayant un ensemble non vide
points fixes et ou t est une translation de vecteur appartenénto‘n adeplusf=gtet G= Ker(f -1d).

Enfin si f n’a pas de point fixe, on a dim>Gl.

3. Description des isométries affines

a) Formes réduites

G de

L'étude des isométries ayant au moins un point fixe se raméne a celle des isométries vectorielles. Par ailleurs
d’aprés le théoréme précédent, une isométrie sans point fixe est soit une translation, soit la composée
commutative d’une isométrie ayant au moins une droite de points fixes et d'une translation de vecteur paralléle
au sous-espace des points fixes de I'isométrie précédente. D'ou le tableau :

avec point(s) fixe(s)

sans point fixe

déplacement

ROTATION

Cas particulier IDENTITE

ROTATION-TRANSLATION
ou VISSAGE

Produit commutatif d’'une rotation et
d’une translation de vecteur non nu
paralléle a I'axe de rotation

Cas particulier TRANSLATION

antidéplacement

REFLEXION-ROTATION

Produit commutatif d’'une réflexion e

d’'une rotation d’axe perpendiculaire §u d’une translation de vecteur non nu

plan de réflexion

Cas particulier REFLEXION

REFLEXION-TRANSLATION
Produit commutatif d’'une réflexion e

paralléle au plan de réflexion

b) Générateurs

Is(E) est engendré par les réflexions : toute isométrie est produit d’au plus 4 réflexions.
Is"(E) est engendré par les retournements : tout déplacement est produit d’au plus 2 demi-tours.

Bibliographie

TISSERON,Géométries affine, projective et euclidienhermann
BERGER,Géométrie tome ZZEDIC/Fernand Nathan

TAUVEL, Mathématiques générales pour I'agrégatidhasson
AVEZ, La lecon de géométrie & I'oral de I'agrégatidiasson



ISOMETRIES DU PLAN ; FORMES REDUITES ; APPLICATIONS

Remarques générales

« Pour gagner du temps, on suppose connue la classification des automorphismes orthogonaux.

« Le programme mentionne “Exemples de groupes d’'isométries laissant stable une partie du plan”. Pour illustrer
ce theme de facon ni trop banale, ni trop compliquée, un bon choix semble étre I'étude des groupes de frises.

Plan

E est un plan affine euclidien. On suppose connue la classification des automorphismes orthogBnaux de

1. Généralités sur les isométries
a) Définition et premiéres propriétés

« Une application f de E dans E est appesamétriesi elle conserve la distance. Exemples : translation,
réflexion.

« f est une isométrie ssi f est affinefeEO(E). En particulier, une isométrie est bijective.fSﬂO*(E), on dit
que f est udéplacement, sinon wntidéplacement.

» L’ensemble des isométries est un groupe, noté Is(E). On i ks sous-groupe des déplacements @E)s
le sous-ensemble des antidéplacements.

b) Décomposition canonique d’'une isométrie

Une isométrie f s’écrit de maniére unique f &d, ou g est une isométrie ayant un ensemble non vide| G de

points fixes et ou t est une translation de vecteur apparterémQ‘n adeplusf=gtet G= Ker(f -1d).
Enfin si f n’a pas de point fixe, on a dim>al.

2. Description des isométries planes
a) Formes réduites
L'étude des isométries ayant au moins un point fixe se raméne a celle des transformations orthogonales. Pe

ailleurs, d’apres le théoreme précédent, une isométrie sans point fixe est soit une translation, soit la composé
commutative d’'une réflexion et d’'une translation de vecteur paralléle a I'axe de la réflexion. D’ou le tableau :

avec point(s) fixe(s) sans point fixe
déplacement ROTATION TRANSLATION
antidéplacement REFLEXION REFLEXION-TRANSLATION

Conséquence : Toute isométrie plane est produit d’au plus trois réflexions. Les réflexions engendrent Is(E).
b) Expression complexe

Déplacements
La translation de vecteui(b) a pour expression complexe z' =z + b.
La rotation de centr® (w) et d’angled a pour expression complexe ze¥z + (1-e®)w.

Réciproquement, toute expression complexe z' = az + b, avec |a| = 1, représente une translation si a = 1, un
rotation si & 1.

Antidéplacements

NI

,—a

_B.

La réflexion d’axe D d’équationiz+ az +3 = 0 a pour expression complexe z

Q



Réciproquement, toute expression complexe @ = b, avec |a| = 1, représente une réflexioatst b= 0, une
réflexion-translation siab + b# 0.

3. Applications
a) Problemes de construction

Quelques exempleConstruire un triangle équilatéral s’appuyant sur trois droites paralleles données. Construire
un triangle connaissant ses médiatrices. Construire un polygone connaissant les milieux des cétés.

b) Problemes d’'optimisation
Probléme de Fagnanolnscrire dans un triangle ayant trois angles aigus un triangle de périmétre minimal.

Probléme de Steiner-Fermat-ToricellBoit ABC un triangle dont les trois angles serv/3. Trouver un point
M tel que MA + MB + MC soit minimum.

c) Groupes de frises

Etant donné une partie F de E, 'ensemble G des isométries qui laissent F invariante est un sous-groupe de Is(E
appelégroupe de FL'ensemble T des translations qui laissent F invariante est un sous-groupe de G, appelé
groupe des translations de®n dit que F est urfese si T est engendré par une translation non triviale. Dans la

suite, on suppose que F est une frise et on désigne par t un générateur devTsenhpaacteur.

1) Une isométrie f de G\T est nécessairement de I'un des quatre types suivants : demi-tour, réflexion d’'axe

paralléle av, réflexion d’axe orthogonal @, réflexion-translation d’axe paralléleva
2) Si G contient un demi-tour d, 'ensemble des demi-tours @3t d

3) Si G contient une réflexion d’axe parallel& acelle-ci est unique.
4) Si G contient une réflexion s d’axe orthogonal,densemble des réflexions de ce type esfs
5) Si G contient une réflexion-translation g d’axe parall®¥e Bensemble des réflexions-translations estTg

On en déduit I'algorithme suivant de classification des frises. Au bout de chaque branche, on trouvera un dessir
“prouvant” que ce cas se réalise effectivement. Voir TAUVEL pour la structure des groupes correspondants.

oui non

réflexion ?

(réflexion orthogonale)?

(réﬂexion parallele ’5 (réflexion orthogonale) (réflexion-translation}

oui non Oy\non
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oui non
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MATRICES CARREES INVERSIBLES

Remarques générales
Pour illustrer les différentes méthodes d’inversion d’'une matrice, prévoir des calculs efigatéssants'En

algébre linéaire, on fuira les exemples numériques indigents (les sempiternelles magicgs(fpport du
jury 1990).

Plan

1. Définition et caractérisation des matrices carrées inversibles

» On dit que AIM_(K) estinversibles'il existe BIM (K) telle que AB = BA = |. Dans ce cas, B est unique,
s'appellematrice inverse de A et se noté A

* Pour AOIM (K), les propriétés suivantes sont eéquivalentes :

() A est inversible

(2) A est inversible a gauche
(3) A est inversible a droite
(4)'A est inversible

(5) Aestderangn

(6) Le rang des vecteurs colonnes de A est éggl a n
(7) Le rang des vecteurs lignes de A est égal a
(8) det Az 0

>

* Exemples :

Matrices élémentaires de dilatati@n(a) = | + (a —1)E; , aveca 2z 0.Multiplier A & gauche (resp. a droite) par

"
D, (a) revient & multiplier paat la i-éme ligne (resp. colonne) de [LDi (0()]_l =D; %E
Matrices élémentaires de transvectidp(a) =1 +aE; ,avec i# jeta # 0.Multiplier A a gauche (resp. a
droite) parT; (a) revient a ajouter a la i-eme ligne (resp. colonne) de A le produit garsa j-eme ligne (resp.

colonne.[Tij (0()]_1 =T,(-a).

2. Propriétés de I'ensemble des matrices carrées inversibles

On note GL(K) I'ensemble des matrices carrées inversibles d’ordre n, €K¥le sous-ensemble des matrices
de déterminant 1.

a) Propriétés algébriques

* GL,(K) est un groupe pour le produit des matrices, apgelgpe linéaire d'ordre.rSL (K) est un sous-groupe
distingué de GJ(K), appelégroupe spécial linéaire d’ordre n.

* Si AOGL,(K), il existe des matrices élémentaires de transvectjdellds que A = ... U, D (det A). Il en
résulte que :

GL,(K) est engendre par les matrices élémentaires de dilatation et de transvection ;
SL,(K) est engendré par les matrices élémentaires de transvection.

b) Propriétés topologiques (K = R ou C)

* M, (K) étant un espace vectoriel de dimension finie, on le munit de la topologie canonique définie par I'une
quelconque de ses normes. L'applicatiof(K) - K, A = det A, est continue.



* GL,(K) est ouvert et dense dans,(). L’application A Al de GL(K) dans lui-méme, est continue.

* SL(K) et GL,(C) sont connexes par arcs. &R) n'est pas connexe ; il a deux composantes connexes,
GL;(R) et GL,(R), qui sont connexes par arcs et homéomorphes.

3. Méthodes de calcul de I'inverse d’'une matrice carrée inversible

a) Méthode de Cramer

ATl = (det A)_lA , oU A est la matrice complémentaire de A (transposée de la matrice des cofacteurs). Cette
méthode n’est praticable que sin =2 ou n=3.

b) Opérations élémentaires sur les lignes (ou sur les colonnes)

Par des opérations élémentaires sur les lignes, on peut transformer A en |. Les mémes opérations élémentair
appliquées a | fournissent’A

¢) Résolution d’'un systeme linéaire

Considérons A comme un automorphisme delKverser A revient a résoudre le systéme AX =Y, ou Y est un
élément quelconque de€'KOn peut donc utiliser les différentes méthodes de résolution des systemes linéaires
(substitution, addition, ...).

d) Polynéme annulateur

Soit P = gX" + ... + g un élément de K[X] tel que,a 0 et P(A) = 0 (un tel polynéme est un multiple du

polyndme minimal de A). On a aloré\ ™ = —agl(anA”_1 +eotayl) |

e) Méthode de réduction

Si A est diagonalisable ou trigonalisable, A = PBRvec B diagonale ou triangulaire. L'inversion de B est
immédiate et on obtient A= PB!P L, Cette méthode a un intérét & condition que le calcul'dsoR beaucoup
plus facile que celui de’A C’est notamment le cas lorsque P est orthogonale ou unitaire.

f) Sous-algébres de MK)

Si A appartient & une sous-algebre E d¢k) alors Al appartient aussi & E, ce qui permet de chercHesolis
la méme forme que A.
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) PROPRIETES ELEMENTAIRES
LIEES A LA NOTION DE NOMBRE PREMIER

Remarques générales

« Par propriétés “élémentaires”, il faut entendre celles qui n’utilisent pas la théorie des fonctions de variable
complexe. Mais, méme s'ils ne font pas partie du sujet, il faut au moins connaitre les énoncés des deux beau
théorémes suivants, qui précisent la répartition des nombres premiers :

- Théoréme de Dirichlet Toute suite arithmétique (an + b), avec a et b premiers entre eux, contient une

infinité de nombres premiers.

- Théoréeme des nombres premi¢ladamard, De La Vallée Poussin) :18x) désigne le nombre de

. H At A 3 X
nombres premiers inférieurs ou égaux a X, u(v@:m :

» Ne pas négliger I'aspect algorithmique.

Plan

Introduction

DansZ, on suppose connues la relation de divisibilité, les notions de pgcd et ppcm, les théoremes de Gauss et d
Bézout, ainsi que la théorie des congruences. On rappelle que les propriétés de divisibilité sont vraies “a
association pres” et donc qu'il suffit en général de travailler Nans

1. Notion de nombre premier

« Définition : Entier naturel g 2 dont les seuls diviseurs sont 1 et p.

» Théoréme fondamental de I'arithmétiqueTout entier naturel non nul est de facon unique (a 'ordre|prées
des facteurs) produit d’'un nombre fini de nombres premiers
(En d’autres termeg, est un anneau factoriel.)

« Théoréme d’Euclide: L'ensemble des nombres premiers est|infini.

Exercice 1 : Il existe une infinité de nombres premiers de la forme 4n + 3. Idem avec 6n + 5.

. . . - 1 .
Exercice 2 : Notons (. la suite des nombres premiers. La seze— est divergente.

iz1 !
2. Algorithmes et exemples

« Crible d’Eratosthéne

« Test de primalité : & 2 est premier ssi aucun entier a, avecax Vn , ne divise n.

« Algorithme de décomposition d’un entier en facteurs premiers. Application au calcul du pgcd et du ppcm.

» Nombres de Fermat : ST'a1 est premier (aveca2 et m= 1), alors a est pair et m est une puissance de 2. En

n
particulier, on appelle nombres de Fermat les enftgrs 22 +1, avec r= 0. A ce jour, on sait seulement que
F, est premier pour g 4, puis composé pour$sn < 19 et quelques autres valeurs isolées. Les nombres de
Fermat interviennent dans le probléme de la construction a la régle et au compas des polygones réguliers.



* Nombres de MersenneSi &' - 1 est premier (avecza2 et m= 2), alors a = 2 et m est premier. On appelle
nombres de Mersenne les entiers #2" - 1, avec e 2. A ce jour, on ne connait que 28 valeurs de n pour
lesquelles M est premier.

3. Nombres premiers et congruences

* Nombres premiers et anneatiinZ : \ n est premier ssZ/nZ est intégre ssZ/nZ est un corp#.

« Petit théoréme de Fermat :  Si p est premier et si a n’est pas divisible par palerd [ p|.

Il est facile de personnaliser I'exposé de ce théoreme, puisqu’on en connait plus de cent démonstrations !
Premiére méthode : On montre qp¢C§ pour tout kD{l,...,p—l}, puis par récurrence sur a, en utilisant la

formule du bindme, qua® =afp).
Deuxieme méthode : On travaille dans le groupe multiplicatd/gg.

Application :nouveau test de primalité >n2 est premier o 1[n] pour tout a tel que2a<Vn .

32
Exercice 3 : CalculeB® modulo 32+1. En déduire que®2+1 n’est pas premier.

Exercice 4 : On utilise le critére suivant pour vérifier la primalité : n est premier a"30= 1[n] et

3= 1[n]. Quelles sont les plus petites valeurs de n pour lesquelles ce critére est en défaut ?

Exercice 5 : Il existe une infinité de nombres premiers de la forme 4n + 1.

Exercice 6 : Soit n =4p,, oU p et p sont deux nombres premiers distincts, et saient  tels que
ap=1[¢(n)]. Montrer que les applications f : ¢ t et g : t— t*, de Z/nZ dans Iui-méme, sont

réciproques l'une de l'autre. (Ce résultat est utilisé en cryptographie : f sert pour le codage, g pour le
décodage).

« Théoréme de Wilson|:  Soitp2. p est premier ssfp-1)!=-1[p||
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OPERATIONS ELEMENTAIRES SUR LES LIGNES OU LES
COLONNES D’'UNE MATRICE. APPLICATIONS

Remarques générales

Les trois livres cités en bibliographie sont, chacun a sa maniére, excellents pour préparer ce sujet ; ils
contiennent d’autres applications que celles citées ici, ainsi que de nombreux exemples et exercices. Mettre a
point quelgues exemples numériques et, si possible, des algorithmes.

Plan

1. Opérations élémentaires sur les lignes d’'une matrice

a) Principes généraux

* Soit M une matrice deM, (K), c'est-a-dire ayant n lignes et p colonnes. On va définir des opérations

élémentaires sur ldignesde M, qui se traduisent par des multiplicati@rgauchear des matrices del ,(K).
Il est sous-entendu qu’on peut définir de facon analogue des opérations élémentaireoknresde M, se

traduisant par des multiplicatioasdroite par des matrices delL ,(K).

« Toute opération élémentaire transforme M en une matrice équivalente a M ebdsexve le rang.
b) Matrices de dilatation

e Soita #0. On not I'opération qui consiste & multiplier parla i-eme ligne de M. Cela revient &
multiplier M & gauche parD, (a) = | + (a - 1)E;; |, appeléanatrice élémentaire de dilatation.

* L'application a — D, (a) est un morphisme du groupe multiplica'ti? dans le group&L  (K).

¢) Matrices de transvection

* Soient i# jeta UK. On note L; — L; +al; | 'opération qui consiste a ajouter a la i-eme ligne de M le

produit para de sa j-éme ligne. Cela revient a multiplier M a gauche ]5{:}(0() =l+af; |, appeléanatrice

élémentaire de transvection.

* L'applicationa - T;; (o) est un morphisme du groupe addgitians le groupesL (K).
d) Matrices de transposition

* Soient i# j. On note| L; «~ L, | 'opération qui consiste a échanger la i-eme et la j-éme lignes de M. Cela

revient a multiplier M a gauche paP;;) =1 -E; —E;; +E;; +E; |, appeléamatrice de transpositiorCette

opération, bien que pratique, n’est pas indispensable d’'un point de vue théorid,qe«carj équivaut a la
suite d'operationst; - L; +L;; L, - L, -L;;L; - L +L;;L; - -L;.
* Plus généralement, étant donnée une permutataa {1, 2, ... , n}, on note Pla matrice(éo(i)’j), appelée
matrice de permutatioMultiplier M a gauche par Previent a faire agir la permutationsur les lignes de M.
L'application o — P, est un morphisme du groupe symetriqyel@hs le group&L , (K).




2. Applications

a) Inversion d’une matrice carrée

Théoréme Soit M une matrice inversible dd | (K). Alors il existe des matrices élémentaires de transvection
U, telles queM = U, U,...U, D (detM).

Conséquence 1Pour calculer pratiquement l'inverse de M, on effectue simultanément les mémes opérations
élémentaires sur les lignes de M et de I, jusqu’a ce que M soit transformée en | ; | est alors dévenue M

Conséquence 2GL ,(K) est engendré par les matrices élémentaires de dilatation et de transv&ttjgK )
est engendré par les matrices élémentaires de transvection.

Conséquence 3Deux matrices A et B det, ,(K) sont équivalentes ssi on peut passer de A a B par des
opérations élémentaires sur les ligeesur les colonnes.

b) Résolution d’'un systéme linéaire

Théoreme du pivot de GausSoit M une matrice de rang r 8, ,(K). Par des opérations elémentaires sur les
lignes, on peut transformer M en une matrice G échelonnée ayant r lignes non nulles.

Théoreme du pivot de Hermite-Jordarsoit M une matrice de rang r d’dn’p(K). Par des opérations

élémentaires sur les lignes, on peut transformer M en une matrice H échelonnée ayant r lignes non nulles, ¢
premier élément non nul de chaque ligne non nulle étant 1 et tous les autres éléments de la colonne
correspondante étant nuls.

A partir de I'un de ces théorémes, on retrouve immédiatement tous les résultats théoriques concernant le:
systemes linéaires et on dispose d’'une méthode pratique de résolution.

¢) Calcul du rang d’une matrice rectangulaire

Les opérations élémentaires conservant le rang, on peut effectuer des opérations élémentaires sietles lignes
colonnes jusqu’a I'obtention d’'une matrice échelonnée.

d) Calcul du déterminant d’'une matrice carrée

On peut effectuer des opérations élémentaires sur les kgihes colonnes jusqu’a I'obtention d’'une matrice
triangulaire, en tenant compte du fait que Befa) = a, det T;;(a) = 1 et det P=¢(0).
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GROUPES OPERANT SUR UN ENSEMBLE ;
APPLICATIONS

Remarques générales

« Programme : “Groupe opérant sur un ensemble, orbites. Eléments conjugués, classes de conjugaisor
Stabilisateur. Formule des classes.”

« Ces notions ne révelent leur intérét qu'a travers des applications relativement difficiles. Eviter de réduire la
lecon & un simple vocabulaire alourdissant des situations banales sans les éclairer.

Plan

1. Définitions et exemples

a) Groupe opérant sur un ensemble

< On dit quun groupe Gpére sur un ensemble E s'il existe une applicaionE - E, (g, X) g.X, telle que
() OxOE 1.x=x;
(i) 0(91,9,) 0G* DxOE (019,)-X = 04.(G,-X).

» Si G opeére sur E, alorg (x — g.x) définit un homomorphisme T du groupe G dans le groupe S(E) des
permutations de E. Réciproquement, SHom(G, S(E)), alors G opére sur E par g.x = T(g) (x). Il y a donc une
bijection entre I'ensemble des opérations de G sur E et I'ensemble Hom(G, S(E)).

« On dit que G opérédelementsur E si T est injective. Une opération fidele permet de “réaliser” G comme
sous-groupe de S(E).

b) Orbite et stabilisateur d'un élément

e La relation définie dans E parx=y -« OgG y=g.X, est une relation d'équivalence. Les classes
d’équivalence sont appeléesbites. L'orbite de x est notée G.x.

« On dit que G opérgansitivement sur E s'il n'y a qu’une orbite.
* Si x est un élément de E, 'ensemiBe ={g G /g.x=x} estun sous-groupe de G, appsbilisateur de x.

c) Exemples

« Opérations d’'un groupe sur lui-mémé&in groupe G opére sur lui-méme panslation a gauche (g.x = gx) ou
par conjugaison (g.x = gxg.

« Structure d’espace affineSoient V un espace vectoriel et E un ensemble non vide. On dit que Ecepbuna
affine de direction V si le groupe additif de V opere fidélement et transitivement sur E.

« Angles de vecteurs (ou de demi-droite§oient E un espace vectoriel euclidien et U I'ensemble de ses
vecteurs unitaires. G = O(E) ou'@) opére dans & U par f.(4,V) = (f(u), f(v)). L'orbite de (U, V) sous

I'action de O(E) (resp. QE)) est appeléangle non orienté (respngle orienté) d€u, V).
Remarque : Si dim E 3, les deux notions coincident ; la distinction n'a d’'intérét qu’en dimension 2.

2. Formule des classes

a) Résultat préliminaire

Soit G un groupe opérant transitivement sur un ensemble E et soit x un élément de E. Alors E est en bijectior

avec le quotienG / G,. Si de plus g est fini, alors E est fini ¢E| =[G : G, ] |.

b) Formule des classes



Soit G un groupe fini opérant sur un ensemble fini et {soln , xn} un systéme de représentants des orbites.
Alors :

|E|=§l [G:Gxi].

c) Formule des classes de conjugaison d’un groupe fini

Soit G un groupe fini opérant sur lui-méme par conjugaison e{xpit.. , xn} un systeme de représentant des

orbites ayant au moins deux éléments. Alors, en notant C(G) le centre de G et C(x) le centralisateur d'un élémen
xde G,ona:

n

IGI=ICG)+ [G:C(x)]|-

i=1

3. Applications

a) Théoréme de Burnside

Si G est un groupe fini d’ordre pvec p premier etk 1, alors C(G¥ {1}.

b) Théoreme de Cauchy

Soient G un groupe fini et p un diviseur premier de I'ordre de G. Alors G possede un élément d’ordre p.

¢) Théoréeme de Wedderburn

| Tout corps fini est commutatif.

d) Sous-groupes finis de GR3)

Il existe au plus 6 types de sous-groupes finis 8&R¢e), dont les caractéristiques sont données par le tableau
suivant. Réciproquement, on peut montrer par un exemple que chacun de ces cas se produit effectivement.

Type Exemple

yP |G| |GX1 |GX2 |Gx3 P

I 1 {id}

Il n n n rotations d'un polygone régulier a n cotés, d'axe
(n=2) perpendiculaire a son plan

11} 2n 2 2 n rotations d'un polygone régulier a n c6tés
(nz22)

\Y] 12 2 3 3 rotations d'un tétraédre

\ 24 2 3 4 rotations d’un cube (ou d'un octaedre)

Vi 60 2 3 5 rotations d’'un dodécaédre (ou d'un icosaédre)
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ORIENTATION D'UN ESPACE VECTORIEL DE DIMENSION 3 ;
PRODUIT MIXTE, PRODUIT VECTORIEL ; APPLICATIONS

Remarques générales

* Préparer un enchainement cohérent pour définir et étudier de facon rigoureuse I'orientation, le produit mixte et
le produit vectoriel. Eviter le style “physicien” !

« Si les résultats et applications sont nombreux, rien dans la lecon n’est vraiment difficile. La difficulté sera donc
le choix de I'exposé : il faudra présenter plusieurs points du plan, mais lesquels ?

Plan

E est un espace affine euclidien de dimension 3, de direEtion

1. Orientation
a) Orientation de E

Sur 'ensemble des bases de E, la relation définieBa B’ - det;(B') > 0" est une relation d’équivalence. |l
y a deux classes d’'équivalence appetiréentationsde E.OrienterE, c’est distinguer I'une de ces orientations
(en général par le choix d’une base B). Les bases de méme orientation que B spasititesou directes les
autresnégatives ouétrogrades.

Remarque tout ceci reste valable en dimension quelconque.

b) Orientation conjointe d’un plan et d’'une droite orthogonaux de E

Soient P un plan et D une droite orthogonaux dans I'espace E orienté. Oriented® fetcbn conjointec’est

choisir une basgi, j) de P et une basg) de D telles que(i, j, k) soit une base directe de E. Il y a deux
orientations conjointes, déterminées par les deux vecteurs unitaires de D.

2. Produit mixte, produit vectoriel

a) Produit mixte

e Soit B une base orthonormée directe. l@duit mixte de trois vecteursu,v,w est par définition

[U,v, W] =detg(0,V, W) ‘ ([u, Vv, w] ne dépend pas de B, mais seulement de I'orientation.)

« L'application ExExE - R, (U,V, W) — [0, V, W] est une forme trilinéaire alternée qui vaut 1 pour les bases

orthonormées directes. En particulie[nj,\"/, w] = 0 ssiu, v, w sont coplanair#s

b) Produit vectoriel

« Etant donnés deux vecteurs et v, il existe un unique vecteua tel que, pour tout vecteuw,
[U,v,w] = a.w. On dit quea est leproduit vectorielde U et vV ; on le notet (V. Ainsi, pour trois vecteurs

quelconques, [0, V, W] = (40V) . |,

« L'application ExE - E, (U,V) U0V est une application trilinéaire alternée. On a de plus la propriété :

ulv =0ssituetv colinéaireis

« Calcul du produit vectoriel Soit P un plan vectoriel contenarii et vV (unique sill et V ne sont pas
colinéaires), orienté par le choix d’un vecteur normal unitkir&i dansP, (i, V) désigne I'angle orienté de



et V, et® leur angle géométrique, on a1V =||Tl||| V| sin (T, V) k et‘ [udv| :||D||||\7||sin9‘. On en déduit

I'identité de Lagrange (G.V)2+| GOV | =|u|?|V|?|.

« Expression analytique du produit vectorieDans une base orthonormée directefisixi +yj+zk et

PR
zz X X yy

V=x'i+y'j+Z'k,alors U0V = i

- Formule du double produit vectoriel G 0(V DW) = (0.%)V - (0.9) W .

3. Applications (a développer)
a) Problémes d'incidence

» Caractérisations vectorielles du parallélisme, de I'orthogonalité, de I'alignement, de la coplanéite. _
« Equation vectorielle d’'une droite donnée par un point et un vecteur directeur, d’'un plan donné par un point et
deux vecteurs directeurs.

b) Calcul de distances, aires, volumes

« Distance d’'un point a une droite, d'un point a un plan, de deux droites non paralléles.
« Aire d’'un parallélogramme, d’un triangle.
« Volume d’un parallélépipéde, d'un tétraédre.

c) Le corps des quaternions

H=RxE est un corps non commutatif, appelé corps @eaternions pour les opérations définies par
(a,0)+(B,v) =(a +B,u+V) et (a,u)x(B,v) =(a —u.v,av +pu+u0v).

d) Etude des isométries

« Calcul de I'angle d’une rotation ou d’une rotation-réflexion.

« Expressions vectorielle et matricielle d’'une rotation d’axe donné, défini par un point et un vecteur unitaire, et
d'angle donné.

« Caractérisation des rotations vectorielles : ce sont les endomorphismes f non nuls tels que, pour tous vecteu

uetv,f(aOv)=f(u)Of(v) .
e) Propriétés métriques des courbes, cinématique

» Repére de Frenet, courbure, torsion.
« Repére mobile, vecteur rotation d’'un repére orthonormal dépendant du temps, vitesse d’un point lié au repere
ou mobile dans ce repére, accélération de Coriolis.
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LA PARABOLE DANS LE PLAN AFFINE EUCLIDIEN

Remarques générales

Cette lecon de synthése est difficile car il faut organiser soi-méme de maniére cohérente les multiples résultat:
éparpillés dans la littérature.

Plan

1. Notion de parabole

a) Théoréme et définitions

Soit P une partie du plan. Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) Il existe une droite D et un poinflb tels que P soit la médiatrice de D et de F.

(ii) 1l existe un repére orthonorn{®, i, j) et un réel p > 0 tels que P ait pour équation cartésiérmepx.

Dans ce cas, D, F et p sont uniqueg@ti,—j) est le seul autre repére qui convienne. On dit que P est la

parabolededirectriceD, defoyer F, deparamétrep, desommetO, d’axe (O,i) et déquation réduitg? = 2px.
L’ intérieur (respextérieur) de P est I'ensemble des points M tels que MF < d(M, D) (resp. MF > d(M, D)).

b) Equation cartésienne dans un repére orthonormé quelconque

Soit (Q,1,J) un repére orthonormé quelconque. P est une parabole ssi P a une équation cartésienne Jie la form

ab
bc%io.

ax2+2bxy+c>?+2dx+2ey+f:0,ave)@ 5:0 etd f
e

¢) Equation polaire lorsque le foyer est a I'origine

Soit (Q,1,J) un repére orthonormé direct. P est une parabole de@gysiP a une équation polaire de la fofme
p(l+cosP-¢))=p avecdR et p > 0. Dans ce cas, P a pour paramétre p et pour directrice la droite
d’équation polairep cos@ — ¢) = p.

2. Etude de la forme et construction de la courbe

a) Remarques diverses sur la forme de la courbe

* Le groupe des isométries de P est {id, s}, ou s est la réflexion @i¢.

« Une droite coupe P en 0, 1 ou 2 points.

* L’intérieur de P est convexe.

« Deux paraboles quelconques sont semblables. Elles sont isométriques ssi elles ont le méme parametre p.

b) Construction

1lére méthode P est la réunion des courbes représentatives des fonationg2px et x - —/2px (ou la

2
courbe représentative de la fonctipn- }zl—p).

2éme méthodeP est 'ensemble des centres des cercles tangents a D et passant par F, d’'ou une construction p:
points a la regle et au compas.



3. Autres propriétés

a) Propriétés différentielles de la courbe

+ P admet en tout point MXx,, y,) une tangente (aux divers sens du terme) d’équation= yyx + x,)|.

 Courbure, centre de courbure, développée.

« Longueur d’'un arc de parabole.

« Aire d'un segment de paraboRésultat d’Archiméde“un segment quelconque compris par une droite et une
parabole est égal a quatre fois le tiers d’un triangle qui a la méme base et la méme hauteur que le segment”).

b) Propriétés géométriques des tangentes et normales
Soient M un point quelconque de P, H son projeté orthogonal sur D, K son projeté orthogonal sur (OF). La

tangente en M coupe l'axe en T et la directrice en U ; la normale en M coupe I'axe en N. On a les propriétés
géométriques suivantes :

N
1) (MT) est la médiatrice de [FH] et la bissectrice intérieurléMle (application : miroirs paraboliques).
N
2)MFU =12.
3) F est le milieu de [TN] ekN = p.

Exercice 1. De tout point M extérieur a P, on peut lui mener deux tangentes. En donner une construction. Elles
sont perpendiculaires ssi M est sur D.

Exercice 2: Les normales en trois points distincts A, B, C de P sont concourantes ssi le centre de gravité du
triangle ABC est sur I'axe de P.

¢) Théoréme de I'angle pivotant

Si M désigne le point d'intersection de deux tangentes a P en deux points distincts A et B, la droite (HM) est la

. L M- - . . .
bissectrice intérieure de I'anglg-A, FB). Si une troisieme tangente a P coupe les tangentes en A et B

respectivement en S et T, I'angle de droites (FS, FT) ne dépend que de A et de %e(tﬁﬁuﬁq@).
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ILLUSTRATION DE LA NOTION
DE PARTIE GENERATRICE D’'UN GROUPE

Remarques générales
« Les généralités sur les groupes doivent étre supposées connues, afin de ne pas perdre un temps précieux.
« Points du programme en rapport avec le sujet :

- Sous-groupe engendré par une partie

- Groupes cycliques. Ordre d’'un élément

- Décomposition d’'une permutation en produit de cycles disjoints, en produit de transpositions

- Groupe des racines n-iemes de I'unité, générateurs (racines primitives)

- Les réflexions engendrent le groupe orthogonal O(E) ; les demi-tours engendrent SO(3)

- Les réflexions engendrent le groupe des isométries ; en dimension 3, les demi-tours engendrent le groupt
des déplacements

* Le mot “illustration” est a comprendre en deux sens. |l s'agit bien sir de donner des exemples de parties

genératrices, mais aussi des exemples de ce a quoi elles peuvent servir en théorie des groupes. D’ou un possil
plan en deux parties.

Plan
1. Qu'est-ce qu’une partie génératrice d’un groupe ?

a) Définitions

Soient G un groupe, et E une partie de G.
On appellesous-groupe de G engendré par E le plus petit (pour I'inclusion) sous-groupe de G contenant E. On le
note < E >.

o, o a
<e>= [] H :{xllxzz...xn”/xi OE eta, :ﬂ}
H sous-groupe de G
EOH

On dit que E est ungartie génératrice de Gsi<E >=G.
On dit que G edle type fini s'il admet au moins une partie génératrice finie.
b) Exemples

* Groupes de type fini
Tout groupe fini est de type finz? = < (1,0), (0,1) > Q n'est pas de type fini.

G = ol t de type fini is | deGd tri dIEIlCE't d
= est de type fini, mais le sous-groupe de es matrices de lafpormen’'est pas de
b 1t g IO fgmeErestp
type fini !

« Groupes monogénes
Tout groupe monogene est isomorple @u aZ/z. Tout sous-groupe d’un groupe monogéene est monogene.

» Groupes symeétrigues et alternés
S, est engendré par : les cycles ; les transpositions ; (12) et (12...n) ; (12), (13), ..., (1n); (12), (23), ..., ((n-1)n).
Ap est engendré par : les produits de deux transpositions ; les 3-cycles.



» Groupes de la géométrie

Soit E unR-espace vectoriel euclidien.

GL(E) est engendré par les dilatations ; SL(E) est engendré par les transvections.

O(E) est engendré par les réflexions ; pour dim¥E SO(E) est engendré par les demi-tours.

On a des résultats analogues concernant le groupe affine et le groupe des isométries d’'un espace affine euclidie

2. A quoi sert une partie génératrice d’'un groupe ?
a) Un homomorphisme de groupes f: G- H est entierement déterminé si I'on connait sa restriction a
une partie génératrice de G

Exemple : Calcul de la signature d’'une permutation a partir de sa décompaosition en cycles.

b) Si un sous-groupe H de G contient une partie génératrice de G, alors H = G

| Théoréme 1 : Pour dim E = 3, SO(E) est simple.

(Soit G un sous-groupe distingué de SO(E) distinct de {Id}. On montre que G contient un retournement. Deux
retournements quelconques étant conjugués, G contient tous les retournements. Comme les retournemen
engendrent SO(E), G = SO(E).)

| Théoréme 2 : Pour a5, Ay est simplel

(Méme schéma : on montre que, si G est un sous-groupe distingyédittivict de {Id}, G contient un 3-cycle,
puis tous les 3-cycles.)

\Théoréme 3: Saufsin=2etsiK estle corps a deux ou trois élémei(ts) €&t €égal a son groupe déri\J(é.

(Comme Slx(K) est engendré par les transvections, il suffit de montrer que toute transvection est un
commutateur.)

c) Plus géneralement, démontrer qu’une propriété concernant un ou plusieurs groupes est vraie revient,
dans certains cas, a la vérifier pour des parties génératrices

Théoreme : Soit H un sous-groupe d'un grofipeG, avec G =<S>etH=<T >, H est distingué dans { si et
seulement si, pour tout$S et tout {1 T, sts! 00 H.

Exemple : Pour montrer que {1, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} = < (12)(34) , (13)(24) > est distingué dans
S4=<(12), (1234) >, il n'y a que 4 vérifications a faire au lieu de 96.

Attention, le théorée ‘est pl lable si G est infini 1! <E2 g tH <Dl i§>
ention, le théoréme n’est plus valable si G est infini : prerlre B etH= :
1HD o
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PGCD ; THEOREME DE BEZOUT. METHODES DE CALCUL

Remarques générales

« |l faut traiter le cas des entiers et celui des polynémes. Pour éviter les répétitions, il est quasiment
indispensable de présenter la théorie dans un cadre général (mais attention aux questions éventuelles du jury s
la theéorie abstraite des anneaux ...).

e Pour gagner du temps, ne rien mettre dans le plan a propos du PPCM (il y a une autre lecon pour ¢a). Pz
contre, on pourra évoquer oralement ses propriétés en paralléle avec celles du PGCD.

« L’aspect algorithmique est essentiel. Ne pas se limiter au calcul du PGCD ; il faut savoir calculer également les
coefficients de Bézout. Sans méthode effective de calcul, ce beau théoréme et ses nombreuses applications |
servent arien !

Plan

Introduction

On suppose connues les notions d’anneau euclidien, principal et factoriel. On rappelle que tout anneau euclidiel
est principal, et que tout anneau principal est factoriel. En se plagant dans un cadre général, on peut traite
simultanément les deux cas usuels que BattK [X].

1. Définition du PGCD dans un anneau commutatif intégre

Soient A un anneau commutatif integre et (3 une famille finie d’éléments de A.
Un elément d de A est appelg PGCD des, &i d divise chaque at si tout diviseur commun desdivise d.
S'il existe un PGCD d des, alors I'ensemble des PGCD de=sat la classe d'association de d. A association

pres, on peut donc parldu PGCD des,a on note alors d =PGCD(a..,a)oud = .|ﬂ_;|ai .
1=

Remarque Le PGCD n’existe pas toujours. Dans I'anneaw/ B][(qui n'est pas factoriel), les éléments
x=3=(2+N5)(2-V5) et y=6+3/5=3(2+5) nont pas de PGCD.

2. Existence et calcul du PGCD dans un anneau factori@ans cette partie, A est un anneau factoriel.)

* Les a admettent toujours un PGCD. Dans le cas ou |es®rt non nuls, le PGCD s’exprime a partir des
décompositions en €léments irréductibles deCatte méthode de calcul est en pratique inutilisable.)

* On dit que les;asontpremiers entre eux (dans leur ensemble) Iors@u} =1.
1=

- Théoréme de Gauss : Sia | bc etSita= 1, alors a | ¢.

3. Cas d’'un anneau principal : théoréme de BézoDans cette partie, A est un anneau principal.)

a) Théoréme de Bézout

e Théoréme | aA+a,A+...+a A= §|T__'—l|ai @A

* Théoréme de Bézout :

i) i=[Jai =1 ssi ilexistey ..., u telsquequ, +... +au =1

if) Soit d un diviseur commun des agai =d ssi ilexistey ..., u telsquegqu +...+au = d.

Pour le calcul desoefficients de Bézout uvoir partie 4.



b) Applications

« Autre preuve du théoreme de Gauss. Eléments inversibEsde calcul de I'inverse.Théoreme chinois.
« Décomposition des fractions rationnelles en éléments simples.

« Algebre linéaire : lemme des noyaux, décomposition spectrale.

4. Cas d’'un anneau euclidien : algorithme d’EuclidéDans cette partie, A est un anneau euclidien.)

Comme PGCD(a, b, ¢) = PGCD(PGCD(a, b), c), il suffit de savoir calculer le PGCD de deux éléments a et b.

a) Algorithme d’Euclide

On pose x=a, X = b, X, =X, - ¢ X, X; = X, - q2x2, e X =X - gX, =0, oules gsont les quotients dans
les divisions euclidiennes successives, jusqu’a ce qu’on obtienne un reste nul. On a alors :
PGCD(a, b) = PGCD{xx,) = PGCD(X, x,) = ... = PGCD(x, x ,,) = PGCD(X, 0) = x..

L de (x x) & (x, ,,,) peut triciell %(XDEO PO ement
€ passage ae i(, X) a (X, X+1 peu s’écrire matricielleme E Bl EE E Inalement, on a :
i+1 -q; X

10 © 10omo

Obg
= . Cet algorithme peut s’écrire aussi de maniére récursive :
o HH -qH B -qHbH g P

K:!
.

pour PGCD(a, b¥aire
si b=0alors asinon PGCD(b, a mod p)
fin pour

Exercice 1: DansK [X], montrer que(X™ -1)O(X" -1) = xmon _q
Exercice 2: La suite de Fibonacci est définie pay#0, F, =1letF =F +F . Montrer que
I:m |:”:n = I:mDn

b) Algorithme d’Euclide étendu

L alorithme défini matriciell . mOb u vo@® 10 O 1gm 1 o
algoritnme aetini matricieliement par ZB E: E]_ H H]_ HBJ ]E
o ... .. -a, -, 0

fournit, en plus du PGCD, desefficients de Bézout, c’est-a-dire des nombres u et v tels [ite=aau + bv.
Remarque Dans le cas d&, cet algorithme fournit I'unique couple (u, v) tel que |u] < |b] et |v| < |a]. Dans
le cas de&K[ X], on obtient I'unique couple (u, v) tel que deg(u) < deg(b) et deg(v) < deg(a).

5. Une autre méthode de calcul du PGCD dans le cas des polyndmes

* Soient P et Q deux polynémes non nulddX]. Le PGCD de P et Q est une combinaison linéaire non nulle
de degré minimum de la famille F = (P, XP, ..."R, Q, XQ, X 1Q) ouim= deg(P) et n = deg(Q).
Pratiquement, on écrit chaque élément de F dans la b%‘él(xm”‘ 2 .0,% 1) deK ., [X] et on échelonne

le systéeme obtenu par la méthode du pivot. La derniére ligne non nuIIe du tableau final fournit le PGCD. Les
mémes manipulations effectuées sur la matrice identique fournissent les coefficients de Bézout.

« Cette technique est a relier a la théorie de I'élimination et du résultant. Si K est algébriquement clos, on a :
P et Q ont une racine commune ssi deég@ =1 ssi F est une famille Iié{e.
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RACINES D’'UN POLYNOME A UNE INDETERMINEE SURR OU C;;
RELATIONS ENTRE LES COEFFICIENTS ET LES RACINES

Remarques générales

« Programme : Racines (ou zéros) d'un polynéme, ordre de multiplicité. Polynémes scindés. Equations
algébrigues. Relations entre les coefficients et les racines d’'un polyndme scindé. Théoréme de D:Alembert
Gauss ; polyndmes irréductibles @¢X] et de R[X]. Factorisation des polyndmes da@$X] et dansR[X].
Exemples simples de problémes d’élimination.

« “Les exercices sur les relations entre coefficients et racines d'un polynédme conduisent souvent a des débauche

de calculs pouvant la plupart du temps étre évités. La encore l'arriere-plan théorique est souvent ignoré au profi
d’une technique pas toujours maitrisée.” (rapport du jury 1990)

Plan

Introduction

K désigne I'un des corg® ouC. De nombreux probléemes se raménent a la résolution d’'une équation P(x) = 0,
ou P OKIX], c'est-a-dire d'unegquation algébriquel.e point de départ de la théorie est que, Bilg, la
division euclidienne de P par X - a s’écrit: P = (X - a)Q + P(a).

1. Racines d’'un polynéme

< On dit que a est uacine(ou unzérg de P si P(a) = 0, ou de facon équivalente si X - a | P. Dans ce cas, le
plus grand entier q tel que (X “4)P est appelérdre de multiplicité de a.

a est racine d'ordre q de P ssi P(a) = P'(a) = .99@) = 0 et #(a) # 0

« Si P a n racines distinctes, alors deg{f) Si P est de degré n, alors P a au plus n racines (comptées avec leur
ordre de multiplicité). Une conséquence importante est qu’on peut identifier polynémes et fonctions polyndmes.

« On dit que P egcindési le nombre de racines de P (comptées avec leur ordre de multiplicité) est égal au degré
de P.

n n-1

: D1k X X X
Exercice1:L equatlonm+m+~-- +ﬂ

Exercice 2 : Trouver un polyndme P tel que 1 soit racine d’ordre au moins n de P + 1 et -1 racine d’ordre
au moinsnde P - 1.
Exercice 3 : Interpolation de Lagrange. Polyndmes prenant des valeurs données en n points donnés.

+1=0 n’a pas de racine multiple.

2. Relations entre coefficients et racines d'un polynéme scindé

* Soit P = gX" + ch”'1+ vt Q= (X -a)(X-a,) ... (X-3g)un polynébme scindé. Pourk=1,2,..,n,0ona

(_l)kg_zzok(ai"'w‘%): z ailaiz'“aik

1<l <---<ly

Leso, :K " _, K sont appelée®nctions symétriques élémentaires.

« Pour toute fonction polynéme symétriqfieK" — K, il existe une unique fonction polynéme g telle que
f= g(o‘l,...,o'n)_



n-1
Exercice 4 : Soie@ O R et nON”. Calculerl_l sin%) +k?nE

=0
Exercice 5 : Résoudre da@sle systtme%+y? +Z =0, ¥ +y*+ 72 =0, X +y°+ 2 =0.

3. Théoréeme fondamental de I'algébre

« Théoréme de D’'Alembert-GaussC est algébriquement clgs.

Ce théoréme signifie que tout polynédme non constan€g admet au moins une racine, ou de fagon
équivalente que tout polynéme @¢X] est scindé.

* Les polynémes irréductibles @§X] sont les polynémes du premier degré. CeuR{¥] sont les polyndmes
du premier degré et les polynébmes du second degré sans racine réelle.

Exercice 6 : DécomposerX+ X° + 1 en éléments irréductibles et surR.

4. Techniques de recherche des racines

Outre la recherche des racines multiples et I'exploitation des relations entre coefficients et racines, on peut
s'appuyer sur les méthodes suivantes :

 Racines rationnelles d'un polyndme a coefficients rationnels.

« Polynémes du troisieme degré (méthode de Cardan) et du quatrieme degré (méthode de Ferrari).
« Equations réciproques.

« Aprés séparation des racin& ¥ R), calcul approché par dichotomie ou par la méthode de Newton.

Exercice 7 : Equation®x 1 = 0. Lignes trigonométriques %eT Construction du pentagone régulier.

Exercice 8 : Résoudre da@sl'équation ¥ % X%+ 30X - %): 0 (chercher une racine rationnelle puis

utiliser les formules de Cardan).
Exercice 9 : Résoudre dafisI'équation 4% - 85X + 357X - 340x + 64 = 0 (se ramener & une équation
réciproque).

5. Problémes d’élimination

Dans cette partie, on suppose gue C et on se donne deux polyndmes P et Q, de degrés respectifs m et n.

L]

P et Q ont une racine commune ssi dég@®) = 1 ssi la famille (P, XP, ... ,™®P, Q, XQ, ..., X1Q) est Iiée\.

» On appellgésultant(ou déterminant de Sylvesjede P et Q, et on note R(P, Q), le déterminant de la famille
précédente dans la base (1, X, ."®%) deC,,, {X].

« P a une racine multiple ssi P et P’ ont une racine commune. Le résultant de P et de P’ diappeileantde
P et se not&A(P).

Exercice 10 : Eliminer x entréxAx?-q=0etX-Ax -3 =0.
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SIMILITUDES PLANES )
DIRECTES ET INDIRECTES : FORMES REDUITES

Remarques générales

* Ne pas se contenter du programme de Terminale, méme augmenté des similitudes indirectes. Des expost
complets se trouvent dans FRENKEL, TISSERON et surtout dans BERGER.

« On suppose naturellement connue la description des isométries planes.

Plan

E est un plan affine euclidien.

1. Notion de similitude et propriétés générales

a) Définition et premiéres caractérisations

« Une application f non constante de E dans E est appehéude si elle conserve les rapports de distances,
f(A)f(B) _ AB

c’est-a-dire si F(C)f(D) ~ CD

chaque fois que les dénominateurs ne s’annulent pas.

« Pour qu’une application f de E dans E soit une similitude, il faut et il suffit qu’il existe un réel k > 0 tel que,
pour tous points M et N, f(M)f(N) = k MN. k est appesdport de similitude.

« Pour gqu’une application f de E dans E soit une similitude de rapport k, il faut et il suffit qu’elle soit le produit
d’'une homothétie de rapport k et d’'une isométrie.

b) Conséquences

« L'ensemble des similitudes, noté Sim(E), est un sous-groupe du groupe affine qui contient le groupe des
isométries et le groupe des homothéties-translations. Les similitudes de déterminant positif soin¢ctibes

leur ensemble, noté ShE), est un sous-groupe de Sim(E). Les similitudes de déterminant négatif sont dites
indirectes.

« Les similitudes transforment les droites en droites, les cercles en cercles, conservent les rapports de mesurt
algébriques, les rapports de distances, les barycentres, les angles non orientes, I'orthogonalité, le contact. Le
similitudes directes conservent les angles orientés, les similitudes indirectes les changent en leurs opposeés.

2. Description des similitudes planes

a) Formes réduites

Théoréme Une similitude de rapport différent de 1 admet un unique point fixe O et elle est de facor] unique
produit d’'une homothétie de centre O et de rapport positif et d’'une isométrie admettant O pour point|fixe. De
plus, cette décomposition est commutative.

Premiére preuve (topologiquepppliquer le théoréme du point fixe a f si k < 1;1&ifk > 1.

Deuxieme preuve (algébriquetiliser le fait que, 1 n'étant pas valeur proprefddd - f est injective
donc bijective puisqu’on est en dimension finie.

Conséquences :

Une similitude de rapport 1 est une isométrie et sa forme réduite est supposée connue. Soit donc f une similitud
de rapport k& 1 et soit O son unique point fixe, appeéhtre de similitude.

« Sif est directe, f=hr=ro h, ou h est 'homothétie de centre O et de rapport k et r une rotation de centre O.

L'angle de r est appekingle de similitude.
« Si f estindirecte, f =l s = so h, ou h est 'homothétie de centre O et de rapport k et s une réflexion d’axe

passant par O. L'axe de s est ap@eié de similitude.




b) Expression complexe

En fixant un repéere orthonormé (et donc une orientation) de E, on identif@ & & a une application d&
dansC.

Théoreme f est une similitude directe (resp. indirecte) ssi il existe des nombres compkexestd tels que,
pour tout nombre complexe z, f(z) = az + b (regp+ b).

3. Caractérisations géométrigues des similitudes

Théoreme Soit f une bijection de E dans E. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) f est une similitude (ie conserve les rapports de distances)
(ii) f conserve les angles géométriques
(iir) f conserve I'orthogonalité
(iv) f transforme tout cercle en un cercle.

On prouve les implications () (i) O (iii) O (iv) O (i). La derniére utilise le théoréme fondamental de
la géométrie affine, supposé connu (les transformations affines de E sont les bijections de E dans E qui
conservent I'alignement).

4. Compléments sous forme d’exercices
a) Simple transitivité

« Soient quatre points A, B, A’, B’ avec AB et A’ # B'. Montrer gqu’il existe une unique similitude directe
(resp. indirecte) f telle que f(A) = A’ et f(B) = B'. Construire son centre (resp. son centre et son axe) lorsque ce
n'est pas une isométrie.

« Soient A, B, A’, B’ quatre points distincts. Montrer que la similitude directe telle que A et B~ B’ a

méme centre que la similitude directe telle que>A et A’ —~ B'. En déduire que les cercles circonscrits aux
guatre triangles d’'un quadrilatére complet sont concourants.

b) Triangles semblables

Soient deux triangles ABC et A'B’C’. Montrer I'équivalence des propriétés suivantes (avec les notations
usuelles) :

(i) Il existe une similitude f telle que f(A) = A’, f(B) = B', f(C) = C’ (iiip = A", % = %
" A—AlA—A|A_AI . al_bl_cl
(i) A=A",B=B,C=C iv) &=2=2

c) Différentielle de I'inversion

Montrer que, en tout point, la différentielle d’une inversion est une similitude. En deduire qu’une inversion
conserve les angles geométriques.
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RESOLUTION D'UN SYSTEME LINEAIRE DE n EQUATIONS
A p INCONNUES. METHODES PRATIQUES DE RESOLUTION

Remarques générales

< Bien comprendre le titre : on attend une étude théoriquedpsiméthodes pratiques. Respecter les notations
(n équationsp inconnues) méme si le livre dont on s’inspire en emploie d'autres !

« lllustrer la théorie et les algorithmes par des exemniptésessantsivec paramétres : “Les exercices de pure
routine sont a proscrire (systeme de trois équations a trois inconnues, ...)" (rapport du jury 1989).

Plan

Introduction

K désigneR ou C. On suppose connue la théorie du rang. En patrticulier, le rang d’une matrice A est 'ordre
maximum d’un mineur non nul, ou encore |'ordre d’'un mineur non nul dont tous les bordants sont nuls.

1. Définitions et notations

* Un systeme linéaire de n équations a p inconnxigs..., %, dans K est un systeme de la forme

Uy %y + - + aipx =b
0 : , oU gUK et b K. On dit qu'il estcompatible ssi il admet au moins une solution.

%inlxl teetagpXy = b,

p B, 0
1ére interprétation Z =B|, 0l A, =U: Uok"etB= D DDK
1= %n]% nD

[, O
2éme interprétation| AX = B|, ol X = %( %DKp etA=(A ... A) OM, (K).

* A est appeléeatrice du systéme et s’identlfle a l'application linéaire Bel&ns K' ayant pour matrice A dans
les bases canoniques. Son rang r esadig du systéeme. A’ = (A B) est appeléatrice élargie du systéme.

2. Résolution théorique

a) Premiers résultats

\Le systéme est compatible ssi A et A’ ont méme fa(ﬁ\méoréme de Kronecker-Capelli$i le systeme est

compatible, il admet au moins une solutiopet 'ensemble des solutions est aloXg + Ker A|, sous-espace
affine de K de dimension p - r.

b) Systemes de Cramer

On dit que le systéme est gystéme de Craméorsque n = p =r. Un systéme de Cramer a une solution unique

. det B, A4, A
donnée paf X =AB| oupar O0i D{L,...,n} x, = ety IdletA 1l ) |




c) Cas général : théoreme de Rouché-Fontené

Supposons le systéme compatible et soit P une sous-matrice carrée de A inversible et de rang r. Les équatiot
correspondant aux lignes de P sont appeigeations principalesles inconnues correspondant aux colonnes de
P sont appeléaaconnues principales.

Le systeme est équivalent au sous-systeme des équations principales et ce dernier est un systeme d¢ Cramer
rapport aux inconnues principales.

3. Méthodes pratiques de résolution
a) Méthodes directes
Principe général se ramener & un systéme triangulaire.

» Méthode de Gauss
Quitte a permuter les inconnues, on peut, au moyen d'opérations élémentaires sur les lignes du systéme AX = E

d) 10 |:
obtenir un systeme équivalent A’X = B’, ou A’ est de la for%ne.: 010 ﬁE.
O i
Cb..ooo oo ool

Remarque 1 Cette méthode permet de retrouver tous les résultats théoriques du paragraphe 2.
Remarque 2 Il est préférable, afin de minimiser I'erreur de calcul, de choisir a chaque étape un pivot de
module maximum (deux variantes : méthode du pivot partiel, méthode du pivot total).

» Méthode de Householder
Si AOGL,(R), il existe P orthogonale et T triangulaire supérieure telles que A = PT. Le systéme AX = B est
alors équivalent a TX ¥B.

* Méthode de Choleski

Si A est réelle symétrique, définie positive, il existe S réelle triangulaire supérieure telle qi®SA l=a
résolution de AX = B se raméne a celle de deux systémes triangifires8 et SX =Y.

Colt des méthodes directefour A réguliére d’'ordre n, la méthode de Cramer nécessite envirdn n
multiplications ; la méthode de Gauégi multiplications ; la méthode de Household&nmultiplications et 2n

3
extractions de racines carrées ; la méthode de Chc%eskiultiplications et n extractions de racines carrées.

b) Méthodes itératives

Principe général :On écrit A = M - N, avec M inversible et facile a inverser. Le systeme AX = B équivaut a
X =MINX + M1B. Si || MIN || < 1, le théoréme du point fixe pour une application contractante dans un espace
complet s'applique.

Une condition suffisante simple pour I'existence de telles matrices M et !Tl@sisﬁj{l,..., nt la;|> Z |aij| :
IE3]

Principales méthodes itérativesnéthode de Jacobi, méthode de Gauss-Seidel, méthode de relaxation.
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TRIGONALISATION DES ENDOMORPHISMES, SOUS-ESPACES
CARACTERISTIQUES ; APPLICATIONS.

Remarques générales

Insister sur les applications. Prevoir des exemples intéressants : matrices reelles trigonalisables mais nol
diagonalisables ; matrices réelles non trigonalisables Ratisécessitant un travail dabs

Plan

Introduction

SoientK I'un des corpk ouC, E unK-espace vectoriel de dimension finie n et u un endomorphisme de E. On
notex, le polyndme caractéristique de uietson polynéme minimal. On suppose connues les généralités

concernant ces notions.
1. Endomorphismes trigonalisables

» On dit que u edrigonalisable s’il existe une base de E dans laquelle la matrice de u est triangulaire supérieure.

* Une matrice M de MK) s’identifie a 'endomorphisme uK" - K", X > MX. On dit que M est
trigonalisable si u est diagonalisable.

« Inversement, si i L(E) a pour matrice M dans une base de E, u est trigonalisable ssi M est semblable a une
matrice triangulaire supérieure, ssi M est trigonalisable.

* | u est trigonalisable sgj, est scino’éC’est toujours vrai lorsque K = C.

Exercice :Soient u et v deux endomorphismes trigonalisables qui commutent. Montrer qu’'on peut les
trigonaliser dans la méme base.

2. Sous-espaces caractéristiques, décomposition spectrale

k k
Dans toute cette partie, on suppose gyest scinde. On notg , = rj A =X)Mety, = I_j (X=A)", ou
1= 1=

les A, désignent les valeurs propres deux a deux distinctes de u.

a) Lemme des noyaux

Soient B, ..., B des polyndmes d& [X] premiers entre eux deux a deux et P PR.R. Alors

k
Ker P(u)= .DlKer P, (u)|.
1=

b) Sous-espaces caractéristiques

« N(A,) =Ker(u-A,id)" est appel&ous-espace caractéristique associé a la valeur propre

k
| E= DlN()\i) , chaque NX)) est stable par u et dim N = m |. De plus, il existe une base de chaque\)N(
1=

telle que la matrice dans cette base de I'endomorphisme induit par u soit triangulaire supérieure. En définitive, il



T, 0 QE 2, 0 oo
m'.gz : avecT _00 A, : 0
o o' @0 0 A @

O
existe une base de E dans laquelle la matrice de u est de Iaé&
0

¢) Décomposition spectrale

\ u s’écrit de maniere unique sous la forme u = d + n, avec d diagonalisable, n nilpotent et bn = nd.

Exercice :Soient MOGL(C) et p= 2. Montrer que si M est diagonalisable, alors toute matrice N telle
gue N’ = M est encore diagonalisable.

2. Applications de la trigonalisation (a développer sur des exemples)
Dans les applications suivantes, on suppose que A = D + N, avec D diagonalisable et N nilpotente d’indice r.

a) Calcul des puissances et de I'exponentielle d’'une matrice

r-1 r-1
Ak:(D+N)k:ZCLNka‘i et e =ePeN =P § |,

o, 0( N, 00 M 00
SiD= P% g‘l, alorsD' =P0 . PlteteP=PO - P
0 A 0 A Ho e-H

b) Etude de systémes de suites a récurrence linéaire d'ordre 1 et de suites a récurrence linéaire d’ordre n

Si (U,) est définie par pet U, = AU,, alors U= APU, .

Si (u,) est definie par g uy, ..., Y, €t U, = U, + aUy,, + ... + 34U, , ON Se ramene au cas précédent en

DJp 0 09 10 0
posantU, B ptl EetAzBé B CE.

HJ H O ...... 0 l E
al ...... a 1
¢) Résolution de systemes différentiels linéaires d’'ordre 1 et d’équations différentielles linéaires d’ordre n

Le systeme différentiel X’ = AX a pour solution géné, avec CJ K",

L’équation différentiellex(™ = a,x +a,x’+---+a,_,x("™» se raméne au cas précédent en posant

010- 0
X O ay .- YL

X = CetA= E 0 E
(n-1) EB?) ...... 0 1 E
al ...... an—l
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